LA PENSEE D’EVARISTE GALOIS ET LE FORMALISME
MODERNE

1. INTRODUCTION

Il est difficile de dater avec précision le début de ’engagement politique de Galois
mais la gravure suivante qui montre, durant la courte révolution de Juillet 1830,
les polytechniciens en train de faire le mur pour rejoindre les barricades donne un
bon point de départ.

En cette période cruciale (les trois Glorieuses) qui voit la transition de Charles
X a Louis-Philippe aprés la publication des ordonnances le 25 Juillet', Galois est
Normalien (bien contre son gré apres ses deux échecs a Polytechnique) et comme
les autres Normaliens est consigné a I’Ecole. 11 essaie en vain de faire le mur dans la
nuit du 28 au 29 Juillet et nourrit dés lors une rancune tenace contre le directeur
du moment, un certain Guigniault que la postérité a généreusement oublié et qui
retourne rapidement sa veste a ’arrivée de Louis-Philippe.

1La premiére suspend la liberté de la presse; la seconde dissout la Chambre des députés ; les
troisieme et quatriéeme modifient le régime des élections pour assurer une majorité favorable au
roi.
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Il régnait alors a I'Ecole une discipline bien peu laique : deux mois sans confession
entralnaient un renvoi pur et simple.

Galois n’éprouvait siirement pas de sympathie pour I’Eglise, son pere s’était suicidé
un an avant, victime des attaques d’un curé qui n’hésita pas a faire attribuer a
Galois (peére) des lettres anonymes qu’il écrivait lui-méme. La mise en terre du
pere Galois, & Bourg La Reine, verra ce curé bousculé par le bon peuple dans
une échauffourée. Agonisant apres son duel fatal fin Mai 1832, Galois refusera les
sacrements d’un prétre.

En Octobre 1830, Galois entre 4 L’Ecole Normale pour la deuxitéme année mais
est déja profondément engagé en politique comme républicain, parti qui se situe
bien a gauche des libéraux. Il défend avec verve le droit des masses devant sa
famille horrifiée, et s’inscrit en Novembre a la Société des Amis du Peuple parti
révolutionnaire d’esprit convention dont la devise est “Progres social et bien public”.
Mais ce parti trop idéaliste n’est pas en mesure de compter vraiment en politique
et est de plus infiltré par la police.

L’illusion que les choses pouvaient vraiment changer sous Louis-Philippe sera de
courte durée. A I’'Ecole Normale Galois milite et le milieu de bourgeoisie arriviste
des éleves de I'époque ne s’y préte guere; il est le seul Normalien a faire partie
de la Société des Amis du Peuple, les autres éleves tiennent trop & leur carriere.
Isolé parmi ses condisciples, critique virulent de I’enseignement prodigué a 1’école,
Galois est puni de consigne indéfinie ce qui I'empéche de rejoindre les réunions des
Amis du Peuple. Il prend alors une grave décision, celle de rendre le conflit public
en publiant dans une revue acquise aux républicains (esprit 1793) La gazette des
écoles une lettre qui tourne en dérision ’attitude du directeur.

La lettre est signée “Un Eleve de PENS” mais personne n’est dupe, elle parait le 5
décembre, le 9 Galois est renvoyé a titre provisoire de L’ENS. Son renvoi sera signé
en janvier par Guigniault et Victor Cousin, avec comme 'un des arguments : éleve
paresseux !

Ceci alors que Galois, a ’age de 19 ans, a déja a son actif des résultats mathématiques
d’une portée incomparable qui sont ’acte de naissance des mathématiques contem-
poraines (évitons le mot “moderne” si galvaudé).

Privé de subsistance par son renvoi Galois professe avec succes un “cours d’algebre”
avec une trentaine d’auditeurs dans une petite librairie prés de la Sorbonne. Mais
apres avoir été acquitté par un jury populaire dans un premier proces, pour avoir
levé, un poignard a la main, son verre a la santé de Louis-Philippe, il est arrété
a la téte d’'une manifestation et passe la majeure partie de la derniere année de
sa vie a la prison Sainte Pélagie dont I’atmosphere de bruyante beuverie bien peu
propice au travail intellectuel est décrite par Nerval qui y croisera Galois. De santé
fragile Galois sort de prison en Mars 1832, il meurt en duel deux mois plus tard.
Le récit des pertes et refus successifs de ses manuscrits est trop connu pour que
lon s’y attarde; il suffit sans-doute de mentionner que Galois écrit simplement
“Oh, chérubins” sous les arguments des referees qui refusent son article peu avant
son deuxieme séjour en prison (I'un des referees était pourtant un mathématicien
exceptionnel ; il s’agissait de Poisson).

Cette suite tragique de rendez-vous manqués entre Galois et les mathématiciens
de son époque (hormis bien str ce lien si fort avec Abel, relevant presque de la
métempsychose) est merveilleusement interrompue 11 ans apres sa mort par la
clairvoyance de Liouville en 1843.
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Depuis lors 'influence de ses idées n’a jamais faibli, de Sophus Lie a Grothendieck
en passant par Emile Picard, la pensée de Galois se reflete indéfiniment chez les
mathématiciens et brille, hors du temps, d’'un éclat et d’une vigueur difficiles a
égaler.

La théorie de Galois est devenue tellement classique en mathématiques que les textes
qui la présentent sont pour la plupart d’une facilité apparente qui est déconcertante
et terriblement trompeuse car en trivialisant les énoncés elle en masque souvent
la portée métamathématique. Il n’est donc sans doute pas inutile méme pour le
mathématicien professionnel de relire ces textes avec la fraicheur nécessaire, i.e. en
essayant de réfléchir directement aux énoncés sans utiliser I'artillerie lourde.

L’un des aspects des idées de Galois qui est passé le plus facilement dans les outils
conceptuels des scientifiques de notre époque est celui relié a la notion de symétrie.
Grace a cet acquis il n’est pas irréaliste d’espérer que les textes de Galois soient
devenus accessibles au scientifique non-mathématicien (physicien chimiste et peut-
étre biologiste). Raison de plus pour en commencer la lecture !

Je remercie J-P. Serre pour ses critiques et corrections, André Dalmas qui m’a
fait parvenir la derniére édition de son livre sur Galois [9], J-P. Bourguignon qui
m’a signalé le texte de Sophus Lie [19] et Martin Andler qui en me donnant carte
blanche pour une lecture d’un texte original me permet de lire avec vous les textes
fondateurs de Galois.

2. BRISURE DE SYMETRIE

Le premier pas de la démarche de Galois consiste a briser de maniére maximale
la symétrie entre les racines d’une équation en choisissant une fonction auxiliaire
largement arbitraire de n variables. Il énonce

Lemme
Etant donnée une équation quelconque, qui n’a pas de racines égales, dont les racines
sont a, b, ¢, - - -, on peut toujours former une fonction V' des racines, telle qu’aucune

des valeurs que 'on obtient en permutant dans cette fonction les racines de toutes
manieres ne soient égales.

Preuve

Par exemple on peut prendre

V=Aa+ Bb+ Cc+---

ou A, B,C,--- sont des nombres entiers convenablement choisis.

(On peut méme si I'on veut prendre A =1, B= N, C = N? ... avec N € N car
I’égalité entre deux permutées de V' est alors une équation polynomiale en N et n’a
qu’un nombre fini de solutions N € C )

Il en déduit chacune des racines de ’équation de départ comme fonction rationnelle
de V :

Lemme

La fonction V étant choisie comme il est indiqué dans I’article précédent, elle jouira
de cette propriété que toutes les racines de ’équation proposée s’exprimeront ra-
tionnellement en fonction de V.
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Preuve Le polynoéme suivant en Y a comme coefficients des polynémes en a a
coefficients rationnels ,

F(Y,a) = H(Y —V(a,o(b),...,0(2)))

g

= Z cr(a) Y*.

ou ¢ parcourt l’ensemble des permutations de (b,c,---,z). De plus, avec £ =
V(a,b,c, ), a est la seule racine commune des équations

P(X)=0, > a(X)gF=o0.

d’oltt @ = f(£) par élimination euclidienne.

Bien sur, on obtient de méme b = f5(€) etc.. Le pas suivant consiste & montrer que
remplacer £ par une autre racine de ’équation en V' donne une permutation des
racines a, b, c,---. Il énonce :

Lemme

Supposons que 'on ait formé 1’équation en V, et que 'on ait pris I'un de ses fac-
teurs irréductibles, en sorte que V soit racine d’une équation irréductible. Soient
V, V', V? ... les racines de cette équation irréductible. Si a = f(V) est une des
racines de la proposée, f(V’) de méme sera une racine de la proposée.

Preuve Si V = V(a,b,c,---) =&, alors V! = V(w(a), n(b),- - ) pour une permu-
tation 7, d’ol, avec w(a) = b on a

P(b)=0,F(V',b)=0

ce qui implique

b= f(V').

Galois note que 'équation Q(V) = 0 obtenue & partir d’un facteur irréductible
de I'équation en V a cette propriété particuliere que ses racines sont fonctions
rationnelles de I'une quelconque d’entre elles. En particulier il suffit d’adjoindre
formellement une racine de cette équation, en travaillant avec l’algebre des po-
lynémes modulo les multiples de @ pour adjoindre en fait toutes les racines. Cha-
cune d’entre elles est de la forme R(x) ol R est une fonction rationnelle et (toujours
en travaillant modulo @) ces fonctions forment un groupe pour la composition (i.e.
RoS(x) = R(S(x))). Ce qui est loin d’étre évident a ce stade est que ce groupe est
en fait indépendant du choix de la fonction auxiliaire V(a,b,--- ,z) et ne dépend
donc que de ’équation proposée.
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3. GROUPE DE GALOIS

Le premier point vraiment crucial est la caractérisation conceptuelle du Groupe de
Galois qu’il donne sous la forme suivante,

Théoréme
Soit une équation donnée, dont a, b, ¢, - -- sont les m racines. Il y aura toujours un
groupe de permutations des lettres a, b, ¢, - -+ qui jouira de la propriété suivante :

— 1° que toute fonction des racines, invariable par les substitutions de ce groupe,
soit rationnellement connue.

— 2° réciproquement, que toute fonction des racines, déterminable rationnellement,
soit invariable par ces substitutions.

Preuve

Les racines de 1’équation donnée sont

a = fl(V)v b= fQ(V)7 % = fm(v)

Le groupe G est formé des permutations

fl(V)an(V)a T afm(V)
AWV L2V, fn (V)

fl(V(d_l)), fQ(V(d—l)), e ,fm(V(d‘l))

ou V,V' V” ... sont les racines d’'un facteur irréductible Q du polynome

AY) =V = V(e(a),o(b),...,0(2))
g
Il résulte en particulier de la caractérisation donnée par Galois que le groupe G ne
dépend pas du choix de la fonction auxiliaire largement arbitraire

Via,b,c, )
que 'on avait choisie pour le construire!

Sa définition demande de maniere cruciale de préciser ce que signifie “rationnelle-
ment connue” ce que Galois fait en ces termes

“Quand nous disons qu’une fonction est rationnellement connue nous voulons dire
que sa valeur numérique est exprimable en fonction rationnelle des coefficients de
I’équation et des quantités adjointes

L’ensemble des quantités rationnellement connues forme un corps K.

Fixer ce corps K est déterminant dans la décomposition de A(Y) en facteurs
irréductibles et donc dans la détermination du groupe de Galois.

En pratique les calculs sont tres difficiles a faire mais Galois indique la voie :

“Sauter a pieds joints sur les calculs, grouper les opérations, les classer suivant leurs
difficultés et non suivant leur forme, telle est suivant moi, la mission des géometres
futurs”
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On dispose d’outils efficaces pour calculer explicitement le groupe de Galois G d’une
équation P(X) = 0 de degré®* m

PX)=X"+a; X" '+ 4 apn, a;€L

sans avoir & effectuer la décomposition de A(Y") en facteurs irréductibles. Un exemple
d’un tel outil est le théoreme di a Dedekind qui assure l'existence dans G d’une
permutation ayant des cycles de longueur m; (ol la somme des m; est le degré
m de I’équation) des que P se factorise, modulo un nombre premier p, en produit
de polynémes irréductibles de degré m;. (On doit choisir p de telle sorte que P
n’admette pas de racines multiples modulo p).

C’est en fait Galois qui dans un court article “Sur la théorie des nombres” (Bulletin
des sciences Mathématiques 1830) introduit les corps finis les plus généraux

Fy

pour g = p’. (Le cas £ =1 est dii & Gauss).
Il démontre que pour construire F, il suffit d’adjoindre a F, les racines de 'unité
d’ordre premier a p, solutions de

X1—X =0

et que toute équation polynomiale sur F, se résout completement dans un F,.
11 calcule le groupe de Galois de F, sur F,, : groupe cyclique engendré par le Fro-
benius

x — P

4. REDUCTION DU GROUPE DE GALOIS

Résoudre une équation c’est décomposer graduellement, par I’adjonction des racines
d’équations auxiliaires, son groupe de Galois. Celui-ci énonce :

Théoréme
Sil'on adjoint & une équation donnée la racine r d’une équation auxiliaire irréductible
)
— 1° il arrivera de deux choses 'une : ou bien le groupe de I’équation ne sera pas
changé; ou bien il se partagera en p groupes appartenant chacun a ’équation
proposée respectivement quand on lui adjoint chacune des racines de 1’équation
auxiliaire ;
— 2° ces groupes jouiront de la propriété remarquable, que 1’on passera de I'un a
I’autre en opérant dans toutes les permutations du premier une méme substitution
de lettres.

Ces opérations se traduisent en termes de manipulations sur les groupes et des
rudiments de traduction sont donnés dans le tableau suivant.

2les programmes actuels permettent d’aller jusqu’a m de I’ordre de 10
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Equation P(X)= 0

de racines a,b,c,- -

Corps K D k

K = k(a,b,c, )

Groupe de Galois

G=Gal(K/k)

Adjonction a k d’une

Sous-corps

Sous-groupe H; =

racine a, P;(a) = 0 Ki=klo)cK |{geG|gx=aVre K}
Adjonction a k de Extension Sous-groupe
toutes les racines de P; Normale Normal

Equation résoluble

KJ = k(xla"' ,.’,U])

Groupe résoluble

par radicaux xy € Kj GGy >---
Construction a la regle Nombres Ordre de G = 2"
et au compas constructibles

On notera que Hj est le groupe de Galois Gal(K/K;) de lextension de K par

K. De plus quand K; est normal on a Gal(K;/k) = G/H;. L'existence d'un sous-

groupe normal H; <1 G permet de décomposer 1'adjonction de toutes les racines de
P(X) = 0 en deux étapes. Dans la premiere 'on passe de k & K; et le groupe de

Galois est G/Hy, dans la deuxiéme on passe de K; & K et le groupe de Galois est

H;. Pour illustrer ce mécanisme prenons un exemple.

Les nombres constructibles a la regle et au compas forment un corps. La traduction
en termes de groupes de Galois de la fameuse construction (obtenue par Gauss a
Page de 18 ans) a la régle et au compas du polygone régulier a 17 cotés se comprend

simplement. L’équation de départ

16
XT—1=0,X#1, ie Yy X'=0
0

admet pour groupe de Galois le groupe

des entiers modulo 16 comme on le voit en notant que ses racines sont fonctions

G=Fi =7/167Z

rationnelles de I'une quelconque d’entre elles ce qui permet d’utiliser les fonctions

V=a,

pour obtenir les substitutions du groupe.

fn(X) — X"
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J
;NX

“Tracer deux diametres perpendiculaires AB et OC ou O est le centre et OC' le
quart du rayon. Tracer AC puis sur le cercle de centre C un arc de A jusqu'au
diametre OC. Prendre le point D aux trois quarts de cet arc. Tracer C'D qui coupe
AB au point E. Tracer C'F a 45 degrés de CE. Prendre le cercle ayant AF' pour
diametre. Il intersecte le diametre OC' en un point G. Tracer le cercle de centre E
passant par G. Il intersecte la droite AB en H et I. Tracer les perpendiculaires &
AB aux points H et I. Elles coupent le grand cercle en J et K. Soit L le milieu de
larc JK. Alors les points J, K, L, et A sont des sommets du polygone régulier a 17
cotés. Les autres sommets s’en déduisent facilement.”

En résolvant le groupe G en quotients successifs 1’on suit pas a pas la construction de
Gauss. Il est clair que celui-ci, trente ans avant Galois, avait parfaitement compris
les principes de la théorie de Galois dans le cas des extensions cyclotomiques. Le
groupe de Galois de E est Z/4 Z, celui de H (ou de I) est Z/8Z, celui de J (ou K)
est Z/16 Z.

5. DIVISION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

Les formules d’addition en trigonométrie

tan(a) + tan(b)

1 — tan(a) tan(b)
définissent une loi de groupe sur P;(R) mais la beauté de cette loi
t+ t

1—tt

tan(a + b) =

(t,t") —
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a ses limites car elle ne donne pas une loi de groupe sur P;(C) : Paddition de
i = +/—1 est singuliere.

A+B=C"

Seules les courbes de caractéristique d’Euler nulle (i.e. de genre 1) peuvent posséder
une telle loi de groupe qui ne soit pas singuliere dans le domaine complexe .
C’est le cas des courbes elliptiques

V2=dX?— go X — g5, A=gi—27g;#0

qui sont le premier exemple de groupe abélien.

La loi d’addition dans le groupe formé des points complexes de la courbe est la
suivante : étant donnés A et B la somme A + B = C’ est obtenue en prenant
le symétrique par rapport a ’axe des x, axe de symétrie de la courbe, du point
d’intersection C' de la droite AB avec la courbe. Comme la courbe est de degré 3
le point C' est bien défini. Quand A = B on remplace la droite AB par la tangente
en A. Les coordonnées de C' dépendent rationnellement de celles de A et de B.
La notion familiere de racine N-iéme de 'unité devient alors celle de point de
N-torsion de la courbe elliptique. De tels points sont solutions de I’équation

NxP=0, ie.P+P+P+---+P=0,

ou le point O est I’élément neutre du groupe, qui se trouve étre ici un point a l'infini
dans le plan projectif complexe Po(C).
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L’invariant fondamental de la courbe elliptique est

9

A

Les coordonnées X des points de torsion sont (& la normalisation pres) solutions
d’équations a coeflicients dans le corps Q(j) et la situation dépend de la nature
du nombre j. Si j est un nombre transcendant la situation est indépendante de sa
valeur numérique et peut en fait se décrire directement en donnant des formules
explicites pour les coordonnées des points de torsion.

On commence par trouver un nombre complexe 7 de partie imaginaire positive tel
que la courbe elliptique soit isomorphe en tant que groupe complexe au quotient du
groupe additif de C par le réseau L = Z + 7Z. On a alors j = J(q) avec ¢ = €>™7
ou la fonction modulaire J est donnée par une série en puissances de ¢, qui n’est
autre que l'invariant J = 1728 %2 ou G5 et Gy se calculent directement a partir du
réseau L (comme somme sur ses éléments non nuls)

1 1

j=1728

La série en puissances de ¢ donnant J est a coefficients entiers
1
J(q) = = + 744 + 196884 g 4 21493760 ¢> + - - -
q

A un facteur de normalisation prés, les coordonnées X des points de torsion de
la courbe elliptique sont alors données de la maniere suivante : pour (a,b) €
{0,1,..., N —1}2 # (0,0), soit

1 z

Ea - o~ d d —d _ 2) g"
2(9) 12+(1—z)2+2d|: (4= )q
avec z = 2™ q_Tb. Posons
G2 G
fapla) = = Eap(a)-

Tous les coefficients de la série en puissances de ¢ sont dans Q [e?™/V].
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Le corps Fiv engendré par les f, 1 est une extension algébrique finie Galoisienne de
Q(5) de groupe de Galois

GL2(Z/N7Z)/ £1
agissant par permutations des indices (a,b). Le corps F = U F)y est une extension
transcendante de Q dont le groupe de Galois a été calculé par Shimura.

Tous ces énoncés sont valables quand le nombre j est transcendant. Il n’en est plus
de méme quand j est un nombre algébrique et, dans ce cas la, la situation est
tres différente selon que la courbe elliptique est ou non a multiplication complexe,
notion découverte par Abel, qui signifie qu’il existe un nombre complexe p ¢ Z tel
que L C L (calculer 1 dans 'exemple du réseau équilatéral de la figure ci-dessus).
Cette situation se produit quand le nombre complexe 7 est de la forme 7 = /=D
ou D est un entier positif qui n’est pas un carré. Dans ce cas la, un résultat da a
Kronecker, le fameux Jugendtraum, montre que les coordonnées X des points de
torsion de la courbe elliptique® engendrent 'extension abélienne maximale (i.e. la
réunion de toutes les extensions normales de groupe de Galois abélien) du corps
quadratique imaginaire K = Q(v/—D).

Dans le cas ot la courbe elliptique, définie sur Q, n’est pas & multiplication complexe
un résultat de Serre ([25]) montre que la situation est radicalement différente et que
par exemple pour p premier assez grand le groupe de Galois des points de p-torsion
de la courbe est égal & GLo(IF,).

3en fait le produit 9293 x X en supposant g; # 0
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6. LA LETTRE TESTAMENT

Dans sa lettre testament a son ami Auguste Chevalier, datée du 29 Mai 1832, la
veille du duel fatal, Galois explique comment sa théorie s’applique a ’extension par
les points de division des courbes elliptiques, il sait qu’elle est normale et que son
groupe de Galois est contenu dans GLo /=,

“On sait que le groupe de ’équation qui a pour racines les sinus de 'amplitude des
p? — 1 divisions d’une période est celui-ci

7
Lk/e  Lak+bl/ ck+de

Les sinus de "amplitude sont les coordonnées x dans les notations de Jacobi, on a
x = sn(u, k) = sin(am(u, k)) et ’équation de la courbe est y? = (1—22)(1—k%2?).

Dans le troisieme mémoire annoncé dans cette lettre, Galois en s’appuyant sur le
dernier mémoire d’Abel anticipe les résultats essentiels de la théorie des intégrales
abéliennes que Riemann obtiendra 25 ans plus tard. Citons Jean Dieudonné,

“I1 est certes superflu de redire apres tant d’autres ce que la mathématique doit a
Galois. Chacun sait que ses idées sont a la source méme de I’Algebre moderne ; ce
qui est peut-étre moins connu, c’est qu’il était aussi, sans doute possible, parvenu
a l'essentiel de la théorie des intégrales abéliennes, telle que Riemann devait la
développer 25 ans plus tard”

Avant de terminer cet essai sur une rapide évocation de développements actuels qui
se situent directement dans la dynamique des idées de Galois il convient de citer la
fin de sa lettre testament.

“Tu sais, mon cher Auguste, que ces sujets ne sont pas les seuls que j’aie explorés.
Mes principales méditations depuis quelque temps étaient dirigées sur 'application
a l'analyse transcendante de la théorie de 'ambiguité. Il s’agissait de voir a priori
dans une relation entre des quantités ou fonctions transcendantes quels échanges on
pouvait faire, quelles quantités on pouvait substituer aux quantités données sans que
la relation put cesser d’avoir lieu. Cela fait reconnaitre tout de suite 'impossibilité
de beaucoup d’expressions que ’on pourrait chercher. Mais je n’ai pas le temps et
mes idées ne sont pas encore assez développées sur ce terrain qui est immense”

7. DEVELOPPEMENTS ACTUELS

Loin d’étre passées de mode les idées de Galois irriguent encore les mathématiques
contemporaines. J’en donnerai un bref apercu ci-dessous, qui bien entendu est loin
d’étre exhaustif et ne reflete que le biais de mes intéréts actuels.
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7.1. Motifs.

La théorie des motifs due a Grothendieck est une généralisation naturelle de la
théorie de Galois en dimension > 0 i.e. si I'on veut aux polynémes a plusieurs
variables. C’est a Weil que l'on doit d’avoir compris que le groupe des points de
torsion d’une courbe elliptique (et plus généralement des points de torsion de la
Jacobienne d’une courbe) était en fait le reflet d’une théorie cohomologique. Le
module de Tate formé comme la limite projective des groupes de torsion (d’ordre
une puissance d’un nombre premier £) porte une représentation naturelle du groupe
de Galois absolu et cette action de Galois sur la cohomologie est un invariant
fondamental.

La théorie cohomologique en question n’a pris sa forme actuelle que dans la co-
homologie étale f(-adique dont la gestation est merveilleusement visible dans la
correspondance Grothendieck-Serre ([6]). La nécessité de comparer entre elles ces
théories pour différents choix du nombre premier £ et la présence d’autres cohomo-
logies telles celle de de Rham (qui est purement algébrique grace aux résultats fon-
damentaux de Serre) et de Betti (qui implique un plongement du corps de définition
dans C) ont conduit Grothendieck a dégager le motif commun & tous ces avatars
cohomologiques.

Sous sa forme la plus simple la théorie des motifs purs consiste a linéariser la
catégorie des variétés projectives lisses sur un corps k. Les morphismes sont les
correspondances algébriques modulo I’équivalence numérique (qui ne retient que
les nombres d’intersection avec les sous-variétés de dimension complémentaire). La
linéarisation requiert de rajouter de nouveaux objets, images de morphismes égaux
a leur carré (e2 = e). L'on obtient alors une catégorie abélienne semi-simple?, la
catégorie des motifs numériques effectifs et un foncteur naturel H qui associe a toute
variété son motif (la variété elle-méme) et joue le role de théorie cohomologique
universelle.

La sous-catégorie dont les objets proviennent des k-variétés projectives lisses de
dimension 0 est équivalente a la catégorie des représentations du groupe de Ga-
lois Gal(k/k) dans un Q-espace vectoriel de dimension finie. Pour reconstruire le
groupe Gal(k/k) & partir de cette catégorie abélienne il faut la doter de la structure
supplémentaire donnée par le produit des variétés du coté géométrique. Cela corres-
pond au produit tensoriel des représentations et permet (en invoquant un foncteur
fibre ) de retrouver le groupe de Galois Gal(k/k) & partir des motifs numériques de
dimension 0. C’est en ce sens que la théorie générale des motifs de dimension arbi-
traire constitue une vaste généralisation de la théorie de Galois (voir par exemple
[1]). Ceci suggere en particulier de définir un groupe de Galois motivique pur en
dimension supérieure a partir de la catégorie des motifs numériques dotée de la
structure tensorielle provenant du produit des variétés. Cette idée de Grothendieck
s’est montrée d’une remarquable fécondité malgré le caractére conjectural de bon
nombre d’énoncés.

7.2. Correspondance de Riemann-Hilbert.

La théorie de Galois différentielle initiée par Picard et Vessiot et calquée sur les idées
de Galois et Lie ([19]) joue, pour les équations différentielles, le méme réle que la

4résultat conjecturé par Grothendieck et prouvé par Jannsen en 91
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théorie de Galois classique pour les équations algébriques. Elle a été profondément
renouvelée au début des années 80 sous l'influence des travaux de Ramis, Sibuya,
Martinet et Malgrange ainsi que de ceux d’Ecalle sur la résurgence.

Vers 1900 Schlesinger avait montré que pour une équation différentielle linéaire ra-
tionnelle de type Fuchs, i.e. a singularités régulieres, le groupe de Galois différentiel
est 'adhérence de Zariski du sous-groupe de monodromie. Il remarquait aussi que ce
résultat n’est plus vrai dans le cas général des singularités irrégulieres. En 1985 Ra-
mis a montré comment modifier ce résultat pour qu’il reste valable (pour le groupe
de Galois local ) dans le cas général. Il faut pour cela ajouter a la monodromie
formelle deux groupes le tore exponentiel et le groupe de ramification sauvage qui
provient des multiplicateurs de Stokes (exponentielles des dérivations étrangeres
d’Ecalle). Cela permet la formulation en termes galoisiens de ambiguité inhérente
aux procédés de sommation, comme dans le phénomene de Stokes.

Cela a permis a J-P Ramis de développer en profondeur les applications a I’analyse
des intuitions de Galois sur la théorie de 'ambiguité et de montrer par exemple
que tout groupe algébrique semi-simple est un groupe de Galois différentiel local.
Citons Ramis sur Galois, [24]

“Il est impossible de savoir si Galois avait quelque idée du phénomene de Stokes
et de sa nature galoisienne. Par contre je suis certain qu’il avait compris la nature
“galoisienne” de certaines transformations en analyse complexe (ambiguités) comme
le recalibrage des exponentielles (dont le prototype est le remplacement dans toutes
les formules de e'/# par Ae!/*, \ étant un nombre complexe non-nul fixé).”

Le tore exponentiel de Ramis code exactement ce recalibrage des exponentielles qui
apparaissent dans les solutions formelles. Pour le groupe de ramification sauvage,
les difficultés essentielles relevent de ’analyse des procédés de sommation des séries
divergentes mais 'on y gagne beaucoup a tout reformuler en termes de correspon-
dance de Riemann-Hilbert 5.

L’origine de la terminologie vient du probleme de Riemann-Hilbert, I'un des fameux
problemes de Hilbert, qui consiste a chercher une équation Fuchsienne de monodro-
mie donnée. Bien que le probleme tel qu’il était formulé par Hilbert ait une réponse
positive, il faut affiner la notion de singularité réguliere pour que la réponse soit
positive en général et Deligne en a obtenu une vaste généralisation en dimension
arbitraire ([10]).

La théorie des catégories Tannakiennes initiée par Grothendieck & propos des motifs
(pour reconstruire le groupe de Galois motivique) et développée par Saavedra puis
Deligne ([12]) est une clé qui permet de mieux comprendre ces résultats et dans
bien d’autres circonstances de traduire une situation géométrique en termes de
représentations de groupes. C’est le cas en particulier pour ’étude des équations
différentielles et la correspondance de Riemann-Hilbert permet en particulier de
replacer la théorie de Galois différentielle dans la méme perspective que celle des
motifs. Elle joue également un réle clé dans le pendant géométrique du programme
de Langlands, i.e. la transposition de la correspondance de Langlands du cas des
corps de fonctions sur un corps fini & celui des corps de fonctions sur C.

5appe1ée “correspondance du Bon Dieu” par Grothendieck dans un moment d’exaspération
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7.3. Dessins d’enfants (Gal(Q/Q)).

Dans ’esquisse d’un programme que Grothendieck écrivit pour présenter sa can-

didature® au CNRS dans les années 80, il exhibe une merveilleuse représentation

géométrique du groupe de Galois Gal(Q/Q), I'un des objets les plus intéressant des

mathématiques. La mise en ceuvre de ce programme s’appuie sur des résultats de

Belyi, Grothendieck, Shabat et Voevodsky qui permettent (cf. [3]) d’énoncer pour

une courbe lisse C' sur C I’équivalence des conditions suivantes :

— C peut étre définie sur Q

— C est la compactification canonique d’un revétement fini non-ramifié¢ de P!(C)
dont on a enlevé les trois points {0, 1, c0}.

— C est isomorphe a la compactification canonique du quotient du demi-plan de
Poincaré par 'action d’un sous-groupe d’indice fini de PSL(2,7Z).

— En tant que variété conforme C' est obtenue en recollant entre eux un nombre
fini de triangles équilateres (dotés de la structure conforme Euclidienne).

Comme les revétements finis étales constituent le pendant géométrique du groupe

fondamental étale , Grothendieck en déduit une représentation naturelle du groupe

de Galois Gal(Q/Q) comme automorphismes de

G = Witale(]}bl ((C)\{O, L, OO})
En fait ’objet naturel associé a l'action ci-dessus est la suite exacte de groupes
1 — 7m§™¢(Xg) — 7{"™(Xq) — Gal(Q/Q) — 1

ot X désigne le schéma P'\{0,1,00} qui correspond simplement & I'algébre des
fractions rationnelles R(z) dont les poles sont dans {0,1,00}. Le terme de gauche
est inchangé si 'on remplace la cloture algébrique Q de Q par n’importe quel corps
algébriquement clos, de caractéristique nulle, tel C qui donne bien le groupe G
introduit plus haut. Le terme de droite Gal(Q/Q) n’est autre que le 7$*2l¢ du schéma
Spec Q et 'on voit bien, sur cet exemple, 'intérét du formalisme des schémas ou
groupes de Galois et groupes fondamentaux sont traités simultanément.

Dans le contexte des algebres de quasi-Hopf Drinfel’d [14] a été amené & intro-
duire un groupe de Grothendieck—Teichmiiller GT', qui est la version pro-unipotente
du groupe des automorphismes du groupe fondamental de P'\{0,1,00}. L’étude
motivique de cet objet (¢f. [13]) est intimement reliée & des questions profondes
d’arithmétique comme les relations entre nombres d’Euler-Zagier ([4]). Elle im-
plique les motifs de Tate mixtes (et le groupe de Galois motivique G am, (Z) ([13])
du schéma Spec(Z)) que nous retrouverons dans la derniere section ci-dessous.

7.4. Groupe de Galois Cosmique.

Dans son article pour les quarante ans de I'THES, intitulé “La folle journée” ([5]),
Pierre Cartier avait exprimé l'espoir d’'une synthese entre les idées de Grothen-
dieck sur les motifs, et la renormalisation en théorie quantique des champs dévissée
comme nous 'avions fait dans un travail ([7]) en collaboration avec Dirk Kreimer.
La clé de ce travail, apres la découverte par Dirk de la structure de Hopf sous-jacente
aux graphes de Feynman, était I’identité miraculeuse entre le procédé récursif utilisé
par les physiciens (sous le nom de renormalisation ) pour éliminer les divergences et

6] ne lui fut accordé qu’'un poste provisoire qui ne fut obtenu que de haute lutte apres avoir
déjoué le verrouillage des syndicats !
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la décomposition de Birkhoff des lacets a valeurs dans un groupe de Lie complexe.
Dans un travail tres récent ([8]) en collaboration avec Matilde Marcolli nous ve-
nons de réaliser ce réve de Cartier. Comme celui-ci le suggérait il existe un “groupe
de Galois cosmique” U* qui régit la théorie des champs en physique et contient
le groupe de renormalisation comme sous-groupe a un parametre. Ce groupe de
Galois cosmique apparalt grace a la correspondance de Riemann-Hilbert a partir
du probleme géométrique de classification des connections plates équisingulieres. Le
support géométrique B de ces connections est donné par le procédé de régularisation
dimensionnelle qui fournit, du fait de I’arbitraire dans la normalisation de I'intégrale
en dimension complexe d = D — z, un fibré principal B de groupe G,, = C*, de
base un disque infinitésimal A centré en D. La fibre 7=1(d) du fibré B au-dessus
de d € A est ’ensemble des normalisations possibles de I'intégration en dimension
d. La fibre spéciale V' = 7~1(D) joue un rdle particulier & cause des divergences
de sorte que la connexion est singuliere sur V' C B. Ces singularités ne sont pas
régulieres et le modele est la théorie de Ramis dans le cadre formel. La catégorie
des fibrés plats équisinguliers est équivalente a la catégorie des représentations de
dimension finie d’un (unique) groupe algébrique affine U*. Ce groupe est le produit
semi-direct par G,, (agissant par la graduation) du groupe pro-unipotent U dont
I’algebre de Lie

Lie(U) = F(1,2,3,---).
est librement engendrée par un générateur de degré n pour tout entier n > 1.
Nous montrons que les divergences de la théorie des champs codent, en fait, exacte-
ment l'action de ce groupe de Galois motivique explicite sur I’ensemble des théories
physiques. Le groupe de renormalisation apparait comme un sous-groupe a un pa-
rametre G, C U* du groupe de Galois U*.

Nous développons de plus 'analogie entre la catégorie des fibrés plats équisinguliers
et celle des motifs de Tate mixtes. (Voir [1] pour la nuance importante entre les
motifs purs décrits pus haut et les motifs mixtes). On sait, en particulier, que
le groupe de Galois motivique Gaq,.(O) ([13]) du schéma Sy = Spec(O) associé
aux racines quatriemes de 'unité (de sorte que O est 'anneau Z[i][3]) est (non-
canoniquement) isomorphe au groupe U*.

L’ensemble de ces résultats montre que les divergences de la théorie des champs in-
diquent, en fait, la présence de symétries de nature galoisienne et, bien loin d’étre des
imperfections de la physique révelent a n’en pas douter la subtilité de la géométrie
qui gouverne l'espace-temps, une fois prise en compte la régularisation dimension-
nelle.
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