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ANALYSE FONCTIONNELLE. — C* algébres et géométrie différentielle. Note (*)
de Alain Connes, Correspondant de 1'Académie.

Nous définissons 1'analogue des notions de connexion, courbure et classes de Chern pour les C* systémes
dynamiques (A, G, «), od G est un groupe de Lie. Nous appliquons le théoréme de I'indice correspondant au calcul

de 'indice d’opérateurs de & (R) dans & (R) de la forme A,V V4, 0a A est un opérateur aux différences finies,

V1 est 1a dérivation, V, f=f"Vfe & et (V,f) (s)=s(s), VfEZ.

We introduce the analogue of the notions of connection, curvature and Chern classes for C* dynamical systems
(A, G, u), where G is a Lie group. We apply the corresponding index theorem to the computation of the index of
aperators in & (R) of the form ZA ;V' V4, where A is a finite difference operator, V , is ordinary differentiation:
Vif=/"Vfe# R) and (V;f) (s)=5f(s), V fe & (R).

InTrODUCTION. — La théorie des C* algébres constitue une généralisation de la topologie
des espaces localement compacts. Une grande partie de la théorie a été occupée par
I'analogue de I'étude des mesures de Radon. Parmi les invariants de la topologie algébrique,
c’est la K théorie qui s’adapte le mieux au cadre des C* algébres. L’étude de I’analogue d’une
structure différentielle sur 'espace localement compact X a été proposée dans [6] comme
I'étude des dérivations d’une C* algébre A. Dans cette Note nous développons les notions de
base de topologie différentielle dans le cas particulier ot la structure différentielle est obtenue
par I'action d’un groupe de Lie G, par automorphismes, sur A. Généralisant les notions de
connexion sur un fibré, courbure et classes de Chern, nous construisons, étant donnée une
trace G-invariante t, un morphisme ch, de K ,(A) dans H¥ (G), (cohomologie des formes
différentielles invariantes a gauche sur G). Nous généralisons ensuite le théoréme de I'indice.
Toute cette étude est motivée par un exemple simple, celui de la C* algébre A , de la rotation
irrationnelle d’angle 0. Celle-ci est loin d’étre commutative, étant simple et non de type I, et
Pimsner et Voiculescu ont calculé K (A ) [3]. Nous munissons d’abord Ay de la structure
différentielle provenant de I'action évidente du groupe compact T2, T={zeC, |z |=1}, puis
nous montrons que l'espace des sections de classe C* du fibré de dimension 8 sur Ag
s'identifie avec I'espace de Schwartz #(R), sur lequel A, agit par des opérateurs aux
différences finies. Les opérateurs

d 2mit

Dif=3f o Dpf==tf

definissent alors une connexion (de courbure constante 1/0) et le théoréme de I'indice permet
de calculer I'indice (& valeurs entiéres) d’opérateurs polynomes en D,, D, & coefficients
opérateurs aux différences finies.

Soit (A, G, «) un C* systéme dynamique, ou G est un groupe de Lie. On dit que xe A est de
classe C“ ssiI'application gr—a,(x) de G dans 'espace normé A est de classe C*. L algébre
involutive A ={xeA, x de classe C* } est dense en norme dans A.

Soit 2* un module (nous I"écrirons comme module a droite) projectf de type fini sur A ;
E°=E"®,« A est alors un module projectif de type fini sur A.

LeMME 1. — Pour tout module projectif de type fini Z sur A, il existe un module projectif de
type fini E* sur A*, unique a isomorphisme prés, tel que Z soit isomorphe a 27 ® . A.
Dans la suite, £“ désigne un module projectif de type fini sur A“. On appelle structure

hermitienne sur £“ la donnée d’une forme hermitienne positive (£, n>eA™, VE nezZ”
telle que

CEx,m.y)>=y*{&n)>x, VEnNeZ™, Vx, yeA”.
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Pour ne N, E*®C" est un module projectif de type fini sur M, (A™)=A “®@M,(C), cela
permet, en remplagant A par M, (A)=A®M,,(C) (et I'action de G par a®id) de supposer
I’existence d’un orthoprojecteur e€ A * et d’un isomorphisme F du module e A* sur 2. On
munit alors Z* de la structure hermitienne suivante :

CEn)=F 'm)*F 1 E)eA™.

Soit & la représentation de Lie G dans I'algébre de Lie des dérivations de A™ avec

1 s "
Oy (x)=lim = (o, (x)—x), ol go=X, xeA™.
=0
DEFINITION 2. — Soit % un module projectif de type fini sur A, on appelle connexion

(sur =®) toute application linéaire V de E“ dans E“®@(Lie G)* telle que, pour tout
XeLieGet E€E®, xeA™ on ait

Vi (§.x)=Vy (E).x+E.0x (x).
Nous dirons que V est compatible avec la structure hermitienne ssi :
(Vx& & D+(E Vx&' >=08(E &), VEE'E€E™, VXelieG.

Tout module projectif de type fini, ==, sur A posséde une connexion; sur le module eA” la
formule suivante définit la connexion grassmannienne

Vo(E)=edy (E)eeA®, VEeeA”™, VXeLieG.
Cette connexion est compatible avec la structure hermitienne
(E, ny=m*EeA™, YE neeA”.

A la représentation & de Lie G dans I'algébre de Lie des dérivations de A® correspond le
complexe Q=A“®A (Lie G)* des formes différenticlles invariantes a gauche sur G a
coefficients dans A “. On munit  de la structure d’algébre (nous noterons encore w, A ®; le
produit de @, par w,, on n'a plus, bien entendu, I'égalité w, A @, =(—=1)“""" @, A ©;)
produit tensoriel de A™ par l'algébre extérieure de (Lie G)* et de la différentiation
extérieure d telle que :

1V pour ue A et XeLlie G on ait (X, da)=0y (a):

2°d(@;Aw)=do; Ao+ (—1)Po,Ado,, Vo,eQ?, Vo,e;

3 d?w=0, Yoe.

Comme A*cQ, Q est un bimodule sur A™.

Toute connexion sur e A ™ est de la forme Vy (§) =V (5)+ 0y &, VEeeA” , XeLie G, ou la
forme @ceQ’ e est uniquement déterminée par V, on a 6 = —6,, VXeLie G ssi V est
compatible avec la structure hermitienne de e A™.

DerFINITION 3. — Soit V une connexion sur le module projectif de type fini 27 (sur A™), on
appelle courbure de V I'élément © de End,. (E*)®A*(Lie G)* défini par

O(X, Y)=Vx Vy—Vy Vy —Vx y€End,. (E%), VX, YeLie G.

Identifions End (e A*)avece A* e = A™, la courbure @, de la connexion grassmannienne
est alors la 2-forme e (de A de) e Q?, cellede V=V +0 A estégalea @, +e(d0+010)ecQ?.

LEMME 4. — Avec les notations ci-dessus, on a

e(d®) e=0A0—-0A0.
















