
Transparents du premier cours

Deux travaux en collaboration

– Renormalisation et motifs ac + M. Mar-

colli

– Thermodynamique des Endomotifs ac +

C. Consani et M. Marcolli
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NCG ∩ Motifs

Deux espaces dont la géométrie reste à

élucider

– Espace-Temps

– Spec(Z) = { nombres premiers }
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Motifs de Grothendieck

L(X, s) =
n∏

i=0

L(Hi(X), s)(−1)i+1

“Linéariser” la catégorie des variétés projec-

tives lisses sur un corps k

Correspondance de Riemann-Hilbert

Catégorie Tannakienne → Groupe de Galois

motivique
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QFT

I Physique et Géométrie

ds2 = gµνdx
µ dxν

d2 xµ

dt2
= −1

2
gµα(gαν,ρ + gαρ,ν − gνρ,α)

dxν

dt

dxρ

dt

SE[ gµν] =
1

ℓ2

∫

M
r
√
g d4x

S = SE + SG + SGH + SH + SGf + SHf

II Renormalisation

ei
S
~
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Théorie Perturbative, Dim-Reg + MS

L’Amplitude de probabilité d’une configuration

classique A est donnée par la formule de Dirac

et Feynman

ei
S(A)

~

S (A) =
∫
L (A) d4x

Développement perturbatif → intégrales diver-

gentes indexées par des graphes de Feynman

k

p + k

p p

=
∫

1

k2 +m2

1

((p+ k)2 +m2)
dDk
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Algèbre de Hopf des graphes

(Dirk Kreimer → arbres, ac + dk → graphes)

∆Γ = Γ⊗ 1 + 1⊗ Γ +
∑

γ⊂Γ

γ(i) ⊗ Γ/γ(i)

∆ (            ) =                  1 + 1  

+ 

+ 2                          + 2 

Le groupe de Lie d’une théorie est un groupe

pro-unipotent,

G = Difg(T )
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Décomposition de Birkhoff (ac + dk)

γ (z) = γ−(z)−1 γ+(z) z ∈ C

C+

C−

D

∞

C

Renormalisation = Birkhoff

(ac + dk, Dim-Reg + MS)
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Groupe de Galois Cosmique (ac + mm)

Conjecturé par Cartier (“La folle journée”)

Hc = U(F(3,5,7, · · · )•)∨

(Valeurs zêta multiples + (ac + dk))

Correspondance de Riemann-Hilbert → U

Groupe de symétrie des théories renormalisables

U−→ Difg(T )
ρ−→ Diff

H = U(F(1,2,3, · · · )•)∨

U∗ ∼ GMT
(O) , O = Z[i][

1

2
]
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Dimensions Complexes × Normalisation

y
0

0
∆

σ1
σ2

σ  ω*
1 σ  ω*

2

Singularités Irrégulières ( Ramis)

{connections plates équisingulières} =

catégorie des représentations de dimension fi-

nie du groupe algébrique affine U∗ = Gm >� U

Lie(U) = F(1,2,3, · · · )•
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Repère Singulier Universel

γU(z, v) = Te
−1

z

∫
v

0
uY(e) du

u ∈ U

γU(z, v) =
∑

n≥0

∑

kj>0

e(−k1)e(−k2) · · · e(−kn)
k1 (k1 + k2) · · · (k1 + k2 + · · ·+ kn)

v
∑
kj z−n

Coefficients =

Formule de l’indice locale en NCG
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Indice Local en NCG (ac + hm)

ϕn(a
0, . . . , an) =

∑

k

bn,k

∫
−a0[D, a1](k1) . . . [D, an](kn) |D|−n−2|k|

T (k+1) =
D2T (k) − T (k)D2

k+ 1

bn,k = (−1)|k|
√

2i Γ(|k|+ n/2)

((k1 + 1) . . . (k1 + k2 + . . .+ kn + n))−1

|k| = k1 + . . .+ kn
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Dim-Reg ∩ NCG

Espaces Xz de dimension z (ac + mm)

t’Hooft-Veltman et Breitenlohner-Maison⇔ faire

le produit de l’espace-temps euclidien par un

triplet spectral Xz de dimension z ∈ C, Re(z) >

0

H′′ = H⊗H′ , D′′ = D ⊗ 1 + γ5 ⊗D′ .

Spectre de dimensions de Xz est réduit à z.

Trace(e−λD
2
) = πz/2 λ−z/2 , ∀λ ∈ R∗+ .
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NCG

ds2 = gµν dxµdxν

↓

ds = Propagateur des Fermions

GRAVITATION ∩ QFT

Mètre étalon → Longueur d’onde (Krypton (1967) de la lumière

de la ligne orange-rouge dans le spectre du 86Kr puis Césium

(1984) deux niveaux hyperfins de l’état fondamental de C133.
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Fermions → Géométrie

A

A

E

Fermions ψ ∈ H

Symétries Int(A)
internes f → u f u∗

Bosons de Fluctuations
Jauge internes
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Triplet Spectral (A,H, D) , ds = 1/D

Equation des

géodésiques dψ(t)
dt = i |D|ψ(t)

Distance d(x, y) = Sup {|f(x)− f(y)|
géodésique f ∈ A , ‖[D, f ]‖ ≤ 1}

Forme volume
∫
− f |ds|n

Action d’Einstein
∫
− f |ds|n−2
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Propagateur = ds → Action Fermionique

Action Bosonique = Action Spectrale

N(Λ) = # valeurs propres de D dans [−Λ,Λ].

N(Λ) = 〈N(Λ)〉+Nosc(Λ)

〈N(Λ)〉 = SΛ(D) =
∑

k∈S

Λk

k

∫
−|ds|k + ζD(0) ,

ζD(s) = Trace(|D|−s)
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Modèle Standard en couplage minimal

LE + LG + LGH + LH + LGf + LHf

Action Spectrale (ac+ac)

S =

∫
d4x
√
g (1/2κ2

0R− µ2
0(H

∗H)

+ a0Cµνρσ C
µνρσ + b0R

2 + c0
∗R∗R+ d0R;µ

µ

+ e0 + 1/4Giµν G
µνi + 1/4Fαµν F

µνα

+ 1/4Bµν B
µν+|DµH|2−ξ0R|H|2+λ0(H

∗H)2)
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Modèle Standard

A = AM ⊗AF , H = HM ⊗HF ,

D = DM ⊗ 1 + γ5 ⊗DF

Espace Fini

DF =

(
Y 0
0 Ȳ

)

Fluctuations Internes → Bosons

∑
ai[γ5 ⊗DF , a′i] → Higgs

∑
ai[DM ⊗ 1, a′i] → Bosons de jauge
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Questions ouvertes

1) au dela de SM

Neutrinos massifs

AF = C⊕H⊕M3(C)→ C⊕HL ⊕HR ⊕M3(C)

HF → Q⊕ L⊕ Q̄⊕ L̄

Q =

(
uL uR
dL dR

)

, L =

(
νL νR
eL eR

)

donne les spineurs pour une extension du

groupe Spin4.

Extension par Gq, q = j, j3 = 1.

20



2) Gravitation

Observables Spectrales (Diff-invariance)

〈σ〉 = N
∫
σ(D,ψ)e−SΛ(D)−〈ψ̄,D ψ〉D[D]D[ψ]D[ψ̄]

→ Modèle de matrices

Contraintes

Equation Polynomiale de degré = dimension

U∗ [D,U ] = 1→ géometrie de S1

∑
a0 [D, a1] · · · [D, a4] = γ →

variétés sphériques (ac + mdv)

Hamiltonien Spectral

ds = Hamiltonien de Dirac ≥ 0
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Symétries

QFT → Groupe de Galois cosmique

Gravité → Difféomorphismes

Brisure de symétrie spontanée
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Géométrie Noncommutative et Motifs,

Thermodynamique des Endomotifs

(ac+cc+mm)

Motifs d’Artin → Endomotifs

Une généralisation des Motifs d’Artin codée

par une algèbre noncommutative → espace

noncommutatif + action du groupe de Galois

absolu.

Gm(Q) → Interprétation cohomologique

des zéros de zêta
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Frobénius en caractéristique 0 = Dual du

“temps”

Un espace noncommutatif évolue avec le temps !

σ
ϕ
t ∈ Out(M) = Aut(M)/Int(M)

est indépendant du choix de ϕ

– ↓ Température → Espace classique

– Distillation → Module Cyclique

– Action Duale de R∗+ sur HC0 = analogue du

Frobénius sur la cohomologie étale ℓ-adique

.
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Thermodynamique des espaces
noncommutatifs

La condition KMS

ϕ(x∗x) ≥ 0 ∀x ∈ A , ϕ(1) = 1 .

σt ∈ Aut(A)

Im z = β

Im z = 0
F(t) = ϕ(aσt(b))

F(t + iβ) = ϕ(σt(b)a)

0

iβ

Fa,b(t) = ϕ(aσt(b)) Fa,b(t+ iβ) = ϕ(σt(b)a)
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↓ Température → Espace classique

(A, ϕ)→ σt ∈ Aut(A)

Ωβ espace des états KMSβ de type I∞

ε(x) = Trace(πε(x) e
−βH)/Trace(e−βH)

Ωβ ⊂ Ωβ′ , β ≤ β′

Â = A⋊σ R

πε,H(

∫
x(t)Ut dt) =

∫
πε(x(t)) e

itH dt

R∗+ → Ω̃β → Ωβ , λ (ε,H) = (ε,H + logλ)

Morphisme de distillation

π : Â → C(Ω̃β,L1)
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Conoyau du Morphisme de Distillation

On veut une catégorie abélienne contenant celle

des algèbres noncommutatives :

Catégorie abélienne des Λ-modules

Λ = ∆C = C∆ , BΛ = P∞(C)

Λ est la catégorie cyclique

A → A♮ = ⊕A⊗n
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La catégorie cyclique Λ

Présentation (J. L. Loday)

δjδi = δiδj−1 for i < j, σjσi = σiσj+1, i ≤ j

σjδi =






δiσj−1 i < j
1n if i = j or i = j + 1
δi−1σj i > j + 1.

Pour obtenir la catégorie cyclique Λ on rajoute

pour chaque n un morphisme τn : [n]→ [n], tel

que

τnδi = δi−1τn−1 1 ≤ i ≤ n, τnδ0 = δn

τnσi = σi−1τn+1 1 ≤ i ≤ n, τnσ0 = σnτ2n+1

τn+1
n = 1n.
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Distillation :

Λ-module D(A, ϕ) qui est le conoyau du mor-

phisme cyclique composition de π avec la trace

Tr : L1→ C

Action Duale :

Spectre de l’action canonique de R∗+ sur l’ho-

mologie cyclique

HC0(D(A, ϕ))
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Endomotifs

A est une limite inductive d’algèbres réduites

commutatives de dimension finie sur le corps

K et S est un semigroupe d’endomorphismes

ρ : A→ A

AK = A⋊ S

U∗ρUρ = 1, UρU∗ρ = ρ(1), ∀ρ ∈ S
Uρ1 ρ2 = Uρ1 Uρ2, U∗ρ2 ρ1 = U∗ρ1 U

∗
ρ2
, ∀ρj ∈ S

Uρ x = ρ(x)Uρ, x U∗ρ = U∗ρ ρ(x), ∀ρ ∈ S

Foncteur

Endomotif → (A, ϕ) avec action du groupe de

Galois absolu.
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Exemples typiques :

Endomorphismes d’une variété algébrique (groupe),

Xs = {y ∈ Y : s(y) = ∗}.

Xsr ∋ y 7→ r(y) ∈ Xs.

X = lim←−
s
Xs

ξsu(ρs(x)) = ξu(x)

Exemple : Gm(Q), le système BC

Système projectif Xn = Spec(An), où An =

Q[Z/nZ] est l’anneau du groupe abélien Z/nZ.

La limite inductive est l’anneau A = Q[Q/Z] du

groupe Q/Z. L’endomorphisme ρn est donné

sur la base canonique er ∈ Q[Q/Z], r ∈ Q/Z,

par

ρn(er) =
1

n

∑

ns=r
es
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Interprétation Cohomologique de la réalisation

spectrale

Gm(Q), le système BC → (A, ϕ) avec action du

groupe de Galois absolu Gal(Q̄/Q).

Caractère χ de Gal(Q̄/Q) → projection pχ.

Théorème

La représentation de R∗+ dans

M= HC0(pχD(A, ϕ))
donne la réalisation spectrale des zéros de la

fonction Lχ.
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Extensions nonramifiées K → K ⊗Fq F̄q

Analogue pour Q de K → K ⊗Fq F̄q

Corps Global K Facteur M

ModK ⊂ R∗+ ModM ⊂ R∗+

K → K ⊗Fq Fqn M → M ⋊σT Z

K → K ⊗Fq F̄q M → M ⋊σ R

Points C(F̄q) Γ ⊂ XQ
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Le sous-espace ΓQ ⊂ XQ\CQ

ΓQ = ∪ΣQ
CQ [v] ⊂ XQ

[v]w = 1 , ∀w 6= v , [v]v = 0

Log2 Log3 Log5 ... LogHpL ...
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Corps Global de caractéristique positive

K est le corps des fonctions sur C à valeurs
dans Fq .

ζK(s) =
∏

Σk

(1− q−f(v)s)−1

f(v) est le degré de la place v ∈ Σk.

Equation Fonctionnelle g = genre,

q(g−1)(1−s) ζK(1− s) = q(g−1)s ζK(s)
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Cohomologie et Frobénius

ζK(s) =
P(q−s)

(1− q−s)(1− q1−s)

où P est le polynôme caractéristique de l’action

du Frobénius Fr∗ dans H1
et(C̄,Qℓ).

L’analogue de la conjecture de Riemann pour

les corps globaux de caractéristique p signifie

que les valeurs propres de l’action de Frobénius

dans H1 i.e. les nombres complexes λj de la

factorisation

P(T) =
∏

(1− λj T)

sont de module |λj| = q1/2.

Prouvée par Weil (1942) (cas g = 1 par Hasse)
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Preuve de Weil

La preuve de RH contient deux étapes

– (A) Formules Explicites

– (B) Positivité : Trace(Z ⋆ Z ′) > 0 sauf si Z

est ∼ triviale.

#{C(Fqj)} =
∑

(−1)kTr(Fr∗j|Hk
et(C̄,Qℓ))
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Formules Explicites (Riemann)

π′(x) = Li(x)−
∑

ρ
Li(xρ)

+
∫ ∞

x

du

u(u2 − 1) logu
− log 2

π′(x) = π(x) +
1

2
π(x

1
2) +

1

3
π(x

1
3) + · · ·

Formules Explicites (Weil)

ĥ(0) + ĥ(1)−
∑

ρ
ĥ(ρ) =

∑

v

∫

K∗v

h(u−1)

|1− u| d
∗u
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Formules Explicites = Formules de Trace

(ac + rm + cc +mm)

TraceH1(h) = ĥ(0)+ ĥ(1)−
∑

v

∫

K∗v

h(u−1)

|1− u| d
∗u

où le dernier terme
∑
v
∫
K∗v

h(u−1)
|1−u| d

∗u est un

nombre d’intersection :

Z(h) •∆

TraceH1(h) = ĥ(0) + ĥ(1)− ∆ •∆ h(1)

−
∑

v

∫

(K∗v ,eKv)

h(u−1)

|1− u| d
∗u
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Le role de la positivité (B) dans la preuve de

Weil’s est joué par :

Les conditions suivantes sont équivalentes :

– Toutes les fonctions∗ L satisfont RH.

– TraceH1(f ⋆ f ♯) ≥ 0 , ∀ f ∈ S(CK).

f → f ♯ , f ♯(g) = | g|−1 f̄(g−1)

∗(abéliennes)
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Preuve de Weil : Correspondances

Z : C → C, P → Z(P)

U ∼ V ⇔ U − V = (f)

Z = Z1 ⋆ Z2 , Z1 ⋆ Z2(P) = Z1(Z2(P))

Z ′ = σ(Z)

d(Z) = Z • (P × C) , d
′
(Z) = Z • (C × P)

Weil définit la Trace d’une correspondance

Trace(Z) = d(Z) + d
′
(Z)− Z •∆

où ∆ est la correspondance identique et • le

nombre d’intersection.
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Preuve de la positivité (B)

Dans chaque classe de correspondance /(triviales)

on construit Z telle que

Z > 0 , d(Z) = g

On écrit Z(P) = Q1 + · · ·+ Qg, Z ⋆Z ′(P) lieu

de
∑
Qi ×Qj,

Z ⋆ Z ′ = d
′
(Z)∆ + Y

Y •∆ ≤ (4 g − 4) d
′
(Z) ,

K(P) = det{fi(Qj)}2

∆ •∆ = 2− 2 g

Trace(Z⋆Z ′) = 2 g d
′
(Z)+ (2 g−2) d

′
(Z)− Y •∆

≥ (4 g−2) d
′
(Z)− (4 g−4) d

′
(Z) = 2 d

′
(Z) ≥ 0

où d
′
(Z) ≥ 0 car Z est effective.
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Correspondances Classe bivariante Γ

Modulo torsion KK(A,B ⊗ II1)

Effective Epimor. de C∗-modules

Composition produit en KK-théorie

Degré Indice ponctuel d(Γ)

degD(P ) ≥ g ⇒∼ effective d(Γ) > 0⇒ ∃K,Γ +K surj.

Ajuster le degré par les Fubini
correspondances triviales sur les fonctions tests

Corr. de Frobénius Correspondance Zg

Formule de Lefschetz Chern bivariant de Z(h)
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