Transparents du premier cours

Deux travaux en collaboration

Renormalisation et motifs ac + M. Mar-
colli

T hermodynamique des Endomotifs ac +
C. Consani et M. Marcolli



NCG N Motifs

Deux espaces dont la géomeétrie reste a
élucider

— ESspace-Temps

— Spec(Z) = { nombres premiers }



QFT

Motifs

T

/

NCG

Zeta



Motifs de Grothendieck

L(X,s) = ﬁ L(H(X),s)D™T
1=0

“Linéariser” la catégorie des variétés projec-
tives lisses sur un corps k

Correspondance de Riemann-Hilbert

Catégorie Tannakienne — Groupe de Galois
motivigue



QFT

I Physique et Géomeétrie

ds® = guvdat dx”

d? xH 1 dx¥ dxP

— __ gMH& — -
a2 29 e Gapr = gupe) ey,

1

S=Sg+ Sa+ Sqgu+ Su+ Saf+ SHy

| Renormalisation

.S
e’ n



Théorie Perturbative, Dim-Reg + MS

L'Amplitude de probabilité d'une configuration
classique A est donnée par la formule de Dirac

et Feynman

. S(A
S

S (A) =/£(A) 0

Déeveloppement perturbatif — intégrales diver-
gentes indexées par des graphes de Feynman
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/ 1 dPk
k2 4+ m?2 ((p+ k)2 + m?)




Algebre de Hopf des graphes

(Dirk Kreimer — arbres, ac 4+ dk — graphes)

AT =TR14+10+ > v, /v
yCI
(A= <[D-ot+1e <[]
+2—<(e-O-+2—< e -0-
+—( (& -O-

/\

Le groupe de Lie d’une théorie est un groupe
pro-unipotent,

G = Difg(7)



Décomposition de Birkhoff (ac 4+ dk)

v (2) =v-(2) "ty (2) zeC

Renormalisation = Birkhoff

(ac 4+ dk, Dim-Reg + MS)



Groupe de Galois Cosmique (ac + mm)

Conjecturé par Cartier (“La folle journée™)

7—(C: U(f(375777).>\/
(Valeurs zéta multiples + (ac + dk))

Correspondance de Riemann-Hilbert — U
Groupe de symétrie des théories renormalisables

U— Difg(7T) £~ Diff

H= UF(1,2,3, )

U* ~ Gug(0), O = ZI]



Dimensions Complexes x Normalisation

o w *
1 o

Singularités Irrégulieres ( Ramis)

{connections plates équisingulieres} =

catégorie des représentations de dimension fi-
nie du groupe algébrique affine U* = Gy, >x U

Lie(U) = F(1,2,3, - )e
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Repere Singulier Universel

1 v _ .Y du
Y(z,v) = Te z Jo Wt cy

yu(zv) = > >

n>0 k;>0

e(—k1)e(—k2) - --e(—kn) Skj —n
ki (k1 + ko) - (k1 +ko+ -+ kn)

Coefficients =

Formule de l'indice locale en NCGQG
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Indice Local en NCG (ac 4+ hm)

gon(ao, co,at) =

> bk ][aO[D, at1%1) D, a"](kn) |D|~"2Ik
k

(k1) _ D27k) _ (k) p2
o k41

b = (—1)F V20 T (k| +n/2)

(k1 +1)... (k1 + ko4 ...+ kn+n)) 1

k| =k + ...+ kn
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Dim-Reg N NCG
Espaces X, de dimension z (ac + mm)

t'Hooft-Veltman et Breitenlohner-Maison < faire
le produit de l'espace-temps euclidien par un
triplet spectral X, de dimension z € C, Re(z) >

0

H'=HeoH, D'=D®1+ wxD.

Spectre de dimensions de X, est réduit a z.

Trace(e_’\Dz) = 7%/2 A_Z/Q, VA ERL .
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NCG

ds? = guv dxtdz”

ds = Propagateur des Fermions

GRAVITATION N QFT

Metre étalon — Longueur d'onde (Krypton (1967) de la lumiere
de la ligne orange-rouge dans le spectre du 86Kr puis Césium

(1984) deux niveaux hyperfins de I'état fondamental de C133.
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Fermions — Géomeétrie

Fermions v EeEH

Symétries Int(A)
internes f—ufu*

Bosons de | Fluctuations

Jauge

internes
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Triplet Spectral (A, ’H,D), ds=1/D

Equation des

géodeésiques dzﬁét) = i|DJ|y(t)
Distance d(z,y) = Sup {|f(z) — f(y)|
géodeésique feA, |[D,fl] <1}
Forme volume £ flds|™

Action d’Einstein £ f|ds|?2
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Propagateur = ds — Action Fermionique

Action Bosonique = Action Spectrale

N(N\) = # valeurs propres de D dans [—A,A].
N(N) = (N(N\)) + Nosc(N)

I\
(N(N) = Sp(D) = 30 ——flds]* + ¢p(0),
keS

¢p(s) = Trace(|D[™*)
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Modele Standard en couplage minimal

L+ Lo+ Lo+ L+ Lar+ Luy

Action Spectrale (ac+ac)

S = /d% V9 (1/2k5 R — us(H*H)
+ ag C,Lu/pa Oladd + bo R2 + co *R*R + dg R;M s
+ eo+1/4G!, GM' + 1/4 FQ, FH

+ 1/4 By B*"+|Dy H|?—€o R|H|?+X\o(H*H)?)
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Modele Standard

A=Ay @Ar , H=Hpy QHF ,

D=Dy®14+v® Dg
Espace Fini

Y 0
pe= (o 9)

Fluctuations Internes — Bosons

> ai[vs ® Dp,a;] — Higgs

> a;[Dy ® 1,a]] — Bosons de jauge
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Questions ouvertes
1) au dela de SM

Neutrinos massifs

Ar=CoH® M3(C) - CoH; @ Hp & M3(C)

Hr — QOLOQ@L
— [UL UR _ [YL VR
Q_ <dL dR> 7 L= <€L €R>

donne les spineurs pour une extension du
groupe Sping.

Extension par Gq, ¢ = j, 53 = 1.
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2) Gravitation

Observables Spectrales (Diff-invariance)

(0) = N [ (D, )™ 5NP) %D V) p(D] Dy] DI

— Modele de matrices
Contraintes
Equation Polynomiale de degré = dimension

U*[D,U] = 1 — géometrie de S1

Y aglD,ai] --- [D,a4] = v —

variétés sphériques (ac + mdv)
Hamiltonien Spectral

ds = Hamiltonien de Dirac > 0O
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Svymeétries

QFT — Groupe de Galois cosmique

Gravité — Difféomorphismes

Brisure de symeétrie spontanée

22



Géomeétrie Noncommutative et Motifs,

Thermodynamique des Endomotifs
(ac+cc+mm)

Motifs d’Artin — Endomotifs

Une généralisation des Motifs d'Artin codée
par une algebre noncommutative — espace
noncommutatif 4+ action du groupe de Galois
absolu.

Gm(Q) — Interprétation cohomologique
des zéros de zéta
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Frobénius en caractéristique 0 = Dual du
utempsn

Un espace noncommutatif évolue avec le temps!
of € Out(M) = Aut(M)/Int(M)

est indépendant du choix de ¢

— | Température — Espace classique

— Distillation — Module Cyclique

— Action Duale de Ri]_ sur HCpy = analogue du
Frobénius sur la cohomologie étale ¢Z-adique
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T hermodynamique des espaces
noncommutatifs

La condition KMS
o(x*z) >0 Vee A, o(1) =1.

or € Aut(A)
Imz=[3 :
B F(t +iB) = 0(0,(b)a)
S . F(t) = d(ao (b))

Fop(t) = @(ao(b))  Fop(t +1i8) = ¢(ot(b)a)
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| Température — Espace classique

(A, p) — or € Aut(A)

QB espace des états KI\/ISB de type I«

e(x) = Trace(mwe(x) e‘ﬁH)/Trace(e_ﬁH)
QzCQy, B
A= AxsR
men([ 2@ Updt) = [ me(a(®)) e dt

Ri_)Q/BHQ/B’ A(e,H)z(e,H—l—IogA)

Morphisme de distillation

o A— C(Qp, L)
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Conoyau du Morphisme de Distillation

On veut une catégorie abélienne contenant celle
des algebres noncommutatives :

Catégorie abélienne des A-modules

A= AC=CA, BA=Ps(C)

/\ est la catégorie cyclique

A— Al = @ A"
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LLa categorie cyclique A

Présentation (J. L. Loday)

5j573 = 57;5]'_1 for: < 3, 0j0; = 030541, 1<
5i0j—1 1< ]
0'3522 1y, ifi=j5o0ort=75+4+1
52'_10'3' 1> 7+ 1.
Pour obtenir |la catégorie cyclique A on rajoute
pour chaque n un morphisme 7, : [n] — [n], tel
que

™o; = 0;_1Th—1 1< 1< n, mTmdyg = dn
oy = 0j_1Tp41 1 <0< n, Thog = onTi

T;'}“ = 1,.
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Distillation :

A-module D(A, ¢) qui est le conoyau du mor-
phisme cyclique composition de = avec la trace
Tr: £l - C

Action Duale :

Spectre de |'action canonique de IR{*_I_ sur I'ho-
mologie cyclique

HCo(D(A, ¢))
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Endomotifs

A est une limite inductive d’'algébres réduites
commutatives de dimension finie sur le corps
K et S est un semigroupe d'endomorphismes

p.A— A

AK: AxS

UsU, =1, UU% =p(1),  VpeS
Upi1po = Up1 Upy, Upypy = Up Uy, Vpj €8
Upz = p(x)Up, zU;=Ujp(z), VpeS

Foncteur

Endomotif — (A, ¢) avec action du groupe de
Galois absolu.
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Exemples typiques :

Endomorphismes d'une variété algébrique (groupe),
Xs={yeY: s(y) = x}.
Xsr 2y —r(y) € Xs.

%

S

Esulps(z)) = &ul(x)

Exemple : G,,(Q), le systeme BC

Systéme projectif X, = Spec(A,), ou A, =
Q[Z/nZ] est I'anneau du groupe abélien Z/nZ.
La limite inductive est I'anneau A = Q[Q/Z] du
groupe Q/Z. L'endomorphisme p, est donné
sur la base canonique e, € Q[Q/Z], r € Q/Z,
par

,On(er) — l Z €s

N pns=

31



Interprétation Cohomologique de la réalisation
spectrale

Gm(Q), le systeme BC — (A, ¢) avec action du
groupe de Galois absolu Gal(Q/Q).

Caractere x de Gal(Q/Q) — projection p,.
Theoreme

La représentation de IR{*_I_ dans

M = HCO(pX D(Aa 90))

donne la réalisation spectrale des zéros de la
fonction L.
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Extensions nonramifiées K — K ®@p,_ Fq

Analogue pour Q de K — K ®p, Fy

Corps Global K Facteur M
k b S
I\/IodKCIRi+ I\/IodMCIR{+

K — K®]Fq Fqn

M — MNO'TZ

K — K @, Fq

M_>M><]0'R

Points C(F,)

rCXQ
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Le sous-espace g C Xg\Cg

I‘@ = UZ@ C@ [v] C X@

[vV]lw=1, VYw#v, [v]lp=0

Log2 Log3 Log5 ... Log(p) ...
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Corps Global de caractéristique positive

K est le corps des fonctions sur ' a valeurs
dans g .

Cr(s) = [[(1 — g 7)1

2k
f(v) est le degré de la place v € ;..

Equation Fonctionnelle g = genre,

g DA=8) (1 — 5) = g7 13 ¢ (s)
35



Cohomologie et Frobénius

P(q%)
(1—qg5)(1 —¢t9)

Cr(s) =

ou P est le polynOme caractéristique de |I'action
du Frobénius Fr* dans H1.(C,Qy).

LL'analogue de |la conjecture de Riemann pour
les corps globaux de caractéristique p signifie
que les valeurs propres de |I'action de Frobénius
dans H! i.e. les nombres complexes Aj de la
factorisation

P(T)y=]]Q-X)T)

sont de module |\;| = ¢1/2.

Prouvée par Weil (1942) (cas g = 1 par Hasse)
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Preuve de Welil

La preuve de RH contient deux étapes

— (A) Formules Explicites
— (B) Positivité : Trace(Z x Z') > 0 sauf si Z
est ~ triviale.

#{C(F, )} =Y (-1 Tr(Fr|HE(C,Qp))
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Formules Explicites (Riemann)

7' (x) = Li(z) — ) _ Li(z”)
0

+/OO du log 2
z u(u?—1)logu J

1roN 1 1 1 1
m(x) = w(x) + §7r(:v2)—|— §W($3) + ...

Formules Explicites (Weil)

h(u™1)

d*u
1 — ul

FOERIOEDIOED S
p v v
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Formules EXxplicites = Formules de Trace
(ac + rm + cc +mm)

h(u™1)
11— u

d*u

Trace,;1(h) = h(0)+h(1) — Z/ *

—1
ou le dernier terme Y, [+ h|(1“_u

nombre d’'intersection :

|) d*u est un

Z(h) e A

Tracey1(h) = h(0) + h(1) — A e A h(1)

h(u™1)

—-E:Q/ d*u
v (K{;kaeKv) |1 T u|
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Le role de la positivité (B) dans la preuve de
Weil's est joué par :

Les conditions suivantes sont équivalentes :

— Toutes les fonctions* L satisfont RH.

— Trace;1(f « f#) > 0, VfeS(Ck).

F=rt A9 =lg 7™

*(abéliennes)
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Preuve de Weil : Correspondances

Z :C—C, P— Z(P)
U~V e&U-V=(f)
Z = Z1x2Zp, Z1xZ(P)= Z1(Z2(P))
7' = o(2)

dZ2)=Z e (PxC), d(Z)= Z e (Cx P)

Weil définit la Trace d'une correspondance
Trace(Z) = d(Z2) + d' (Z) — Ze A

ou A est |la correspondance identique et e le
nombre d’'intersection.
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Preuve de la positivité (B)

Dans chaque classe de correspondance /(triviales)
on construit Z telle que

Z>0, dlZ)=yg

On écrit Z(P) = Q1+ -+ Qg, Z*xZ'(P) lieu
de > Q; X @y,

Zx7' = d(Z2)A + Y
YeA< (4g—4)d (2),
K(P) = det{fi(Q;)}?
AeA=2-2g
Trace(ZxZ') = 2gd (Z)+ (2g—2)d (Z)—YeA

> (49-2)d (2)— (4g—4)d (2) = 2d (Z) > 0
ou d’(Z) > 0 car Z est effective.
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Correspondances

Classe bivariante I

Modulo torsion

KK(A,B®II)

Effective

Epimor. de C*-modules

Composition

produit en K K-théorie

Degré

Indice ponctuel d(IM)

deg D(P) > g =~ effective

d(l") > 0= 3K, I + K surj.

Ajuster le degré par les
correspondances triviales

Fubini
sur les fonctions tests

Corr. de Frobénius

Correspondance Z,

Formule de Lefschetz

Chern bivariant de Z(h)
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