Transparents du deuxieme cours

— Theéorie quantique des champs

— GQraphes de Feynman



Lagrangien — Hamiltonien

5= [ Lgd)dt
d OL oL
—(=—)—-—=0
dt aq]' 8qj

1

L(g,q) = §qu ~ V(g)
Mq) = 90;L(q,q) € T,C
AT TrC - T, C

Mg)=p&qg—pqg— L(g,q)

stationnaire



Hamiltonien

H(p,q) = pA~*(p) — L(¢, A *(p)), VpeT,C

L(q,q)dt = pdq — Hdt

L «—— H symétrique

_ (Of 99, 0f g
{fag}_ <8p7 8q> <8q7 8p>
d

p2
H(p,q) = %‘F V(q)



Lagrangien en QFT

S(®) = [ £(®)d s

m2

L(9) = S(06)> = " 6%~ Ling(9).

(0¢)2 = gM D Du

"1 0 0 0]
0 -1 0 O
prl —
"] 0 0 -1 O
‘0 0 0 -1

LLagrangien libre

m2

Lo(9) = (06> ~ " ¢



Intégrale de Feynman

Amplitude de probabilité

oo (159)

(¢)
“# D[4,

(©)=N [0@)¢




Hamiltonien en QFT

t —q(t) = ¢(t,e) € C

Ka,d) = 5 [$@)2dP e~ V($)

1 m?
V(@)= [ G002+ T + Line()) dP L

T°C ~TC, /a(az) b(x)dP 1z

Hamiltonien

H(rm, ¢) =

1 1 2
[ G2+ 5 @)% + 562 + Line(@) P



Quantification canonique

[¢(2), ()] =0, [7(z),7(y)] =0,
[7(2), 6(y)] = —ihd(z —y)

Bt x) = &1 G(a)e it

Algebre A et dynamique o; € AutA



Etat de “vide”

— p est une représentation irréductible
— Il existe un opérateur positif non-borné H sur
‘H tel que

p(or(A)) = et p(A)e "t vAe A

— Il existe un unique vecteur propre |0) € H,
H|0) =0 et p(A)|0) C 'H est dense dans H

p(A) =(0]p(A)[0), VAecA

F(t) = v(Aoi(B))

KMSy i.e. T'= 0, Dirac coeff. Aet B: T > 0.

a(A) = Zz7 1 Tr(Ae PHY Z = Tr(e P )



QFT

Définition des observables et de la dynamique
Classification des états de vide.

Trois propriétés

Causalité
Positivité de |'énergie
Unitarité

[&(m)a &(y)] — Oa ‘v’(m,y) ’ (m T y)2 < 0
F@t) = ¢v(Aoy(B)) — F(z) Sz22>0

W(A*A) >0, VYAcA



Exemple tres simple

X=5xR
£(6) = 5 ((309) ~ (016)% — m? ¢?)

S(¢) = /L:(qs) do dt = /L(t) dt

1,2 1 m?
L) = [, (5 © —5(8@2—7&) dz
Hom) = - [ (7(2)? + @ 6()) +m? 62(2) da

cb—>/slcb(ac) m(x) de € R
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Fourier

1 _
H=) 5(7% T + (k2 + m?) ¢ Cbk)
ke
Réalité =

d_p=¢p T =T} VkEL

[p,q] = —ih
H= (7 +w?@?) = hwa'a  (+,)
lag,apl =1 VkeZ
lag,ap) =0, [ag,a;] =0 VkF#L

Hb: Z hwk az ak
keZ

<,uk=\//€2—|—77’1,2
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Champ Quantique

o(t, ) = eHo $(0,2) e~ s, ou

¢(0,z) = > (a;C ethT 4 ax e_ikx) (ka)_l/Q
keZ
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Causaliteé

o(f) = [ f(x) $(0,z) dzx, f € C°(ST)

[6(1), ¢(9)] = O

lor 6(1), 6] = [ elw,p.8) f(2) 9(y) do dy,

c(z,y,t) = Ze—ik(:c—y) <e—iwkt _ eiwkt> wk_l
k

= c¢(x — y,t) ou c satisfait I'’équation de
Klein-Gordon

(05 — 97 +m?)c=0
avec c¢(x,0) =0, 9/0t c(x,0) = Adg(x)
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Etat de vide

Hy = ®Qpez (Hi, 21)

U(O) algebre de von Neumann dans H,
engendrée par les fonctions des ¢(f) avec
Support f C O

— Causalite  U(O1) CcU(O5)
— Positivite de I'énergie Hy >0

— Unitarité

KMS 4

a(A) = 27 Tr(Ae PHY) 7 = Tr(e P H)
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Fonctions de Green

Gn(z1,. . zn) = (0T é(x1) ... ¢(zN)|0)
Dyson  t; >to > ... >ty
Gn(z1,. .. zN) :N/éﬁ $(z1) ... d(xx) D[]
S(¢) = So(¢) + Sint(®)
dN\ = exp (2 So(¢)) D|g],

Gy(x1,...,2N) =

(i §/¢($1) .. ¢(xN) Sint(e)" df\)
n=0 """

‘N _1
' (nzzzom/Sint((b)n d/\>
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Gellman-Low

¢ champs libres

GN(zcl, c e ,xN) —

(Z 5 / (0[T¢r(z1)...or(an) [ Lne(w) 10)]] dyj>
n=0
0o ., -1
~<Z%/<0|T Hcmt<yj>|0>dej>
n=0

GE (2, y) = / ()6 (y) exp (i So(8)) DIe]
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Intégration sous exp —% D[X]

V espace vectoriel réel, Q € V* @ V* forme
quadratiqgue non-dégénérée.

Q € Hom(V,V*) — Q=1 € Hom(V*, V)
1 c—
Yo-1r) @=L

/P(X)L(X) exp —%X) D[X] =
Q(X)
2
[ 012y (PO exp ~LX) pix

— [ P(X)0g-1(y(exp —-2) DIX] =

Q1 = Propagateur
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Intégration sous exp (i Sg(¢)) D[¢]

S0(8) = @) [ P — m?) B)d(—p) d°p

#(2) = @)™ [§() e alp

No [ &(p1) é(p2) exp (i So(#)) DIl =

i (2m)P 5(p1 + p2) (p7 — m?) ™1

etip.(z—y)
Gy = i)™ [ S5 aPp

p2 — m?
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Lemme

Soient v > 0 et w > 0 alors

T ipu

e T
Lim,_, / dp= e
=0+ R p2 — w? + e b T W

—lTUuw

F(w)=/ 5 dp

R p2 — W
définit une fonction holomorphe de w
S(w) < 0. Pour a >0 on a

F(—ia) = T g ua
a
d'ou

F(w) = %e_mw, Vw e C, &(w) < 0.

On applique a la racine ~ w de w? — ie
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Feynman p2 — m? + ie

S (2wy) ! ot (k(z—y)—(t—s)wg)
keZ

t—s>0 + Lemme — e~ i(t=s)wp =

(O| T pp(t,x)pr(s,y)|0) =

el (k(z—y)—ko(t—s))

dk
kze:Z/ kQ—kQ—mQ—I—ze 0

etip.(z—y)

Gy =i [ G
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Fonctions de Schwinger

Gn(x1,...,z) = valeur au bord de
Sy(x1,...,zn) fonctions holomorphes du
temps complexifié z; de z; = (z-,vj) dans le
cone §z1 < Bz < ... <Tzny

SN(ZU]_,...,xN) —

(0] P(vr) et == H [ Gluy_1) el v H G(y)]0)
(0] p(v1) e *H G(vo)]0), T2z>0

Condition KMS4
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Rotation de Wick
T =1

Sp(og)

(©)p=N [0@p)e” T Digpl

Nt = [ e Dlgy
Sg (¢p) = /EE (pg) dPx

1 2 m2 2
Lg(¢p) = 5(8¢E) + Y ¢% + Lint(¢E)

(0¢)? = gMv0u¢p0u¢

ghv = §Hv
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Développement perturbatif

SN(SU]_,. .. ,ZIZN) =

(Z 1)n/¢E(w1) .pp(zN) Sint(ép)” dA)

n=0

1
(Z( 2 Slnt(¢E)ndA)

n=0

l

Graphes de Feynman
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Graphes de Feynman

m2

1
L($) = 5(99)° — —-¢° — %qﬁ

[ 65(1) 65(w2) Sint(6p)? dA

Sine(ep) = 57 [ 6B@)dPz = (2m) 2P 2

[ Bk1) (ko) G(k3) 6(k1 + ko + ks) [] a7k,
op(e)) = @0 [ 3(p) i dPyp
[ B01) 3(02) Blk1) Bk Bks) Blar) $a2) Blas) dA

§(k1+ko+k3) 6(q1+ao+q3) [[dPk; T dPq; T]d"p;
7xXx5x3=105
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Accouplement /1 «—— />

l

1
(2m)P 5(L1 + £5) P

+ m?

P1 P2

N
N

ki +—q1, ko+—gqo, k3z<—g3

O

ki <— ko, kz+——q1, @g2+<— g3

15=6+4+9
25



Tadpole

p1 <— k1, po2<— ko

= kz+——q1, @¢2+<—q3

(g +¢3)6(qg1 +92+93)= q1 =0

= k3 =0 —6(p1 + p2)

Graphe connexe avec une patte externe =
Tadpole

(Of¢(z)|0) =0

Ox3x2= 36
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Deux tadpoles

p1<— k1, p2<—gq1, ko+— k3, qgx+—qg3

OO

6(ko +k3)0(k1 +ko+k3)= k1 =0

— p1=0

O9x2=18
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Self-Energie
pr<— ki, p2<—q, kp—qr, k3 g3

p+K

K

2
g 1 1
— 6(p1 + p2)
2 p%—l—fm2 p%—l—m2

k2 +m? ((p1 + k)2 + m?)
Ox2x2= 36

Facteurs (2m)NP, dPk — (2x)~ P, §(e) — (27) P
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Renormalisation de la Masse

/ oc—AK? gD — \—D/2 _D/2

l

1

/ - dPk =
k24+m2 ((p+k)2+m2) "

D2 Dy [t N2 2\D/2-2
D/2 (2 2)/0 (2(1 — 2)p2 4+ m?) da

Hydrodynamique Green 1830
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Ah =20

X = Grad h,

2%+ y? + 22

7“2

(r>42)z,

v
2

+ 422

2 + 2

v2
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