
Exposé de clôture, Galois

Galois est un exemple rare, peut-être seule-

ment égalé par certains poètes ou musiciens,

d’un créateur qui, lors du 200-ème anniver-

saire de sa naissance nous paraisse toujours

aussi jeune et fringant. En fait on peut ar-

guer que sa théorie de l’ambigüıté, fruit de

ses pensées mathématiques, est comme un ani-

mal sauvage qui n’a toujours pas été vraiment

capturé par le formalisme moderne. Contraste

saisissant entre le petit nombre de pages ma-

nuscrites que Galois a laissé à sa mort et leur

éclatante influence sur les mathématiques.
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1) Groupe de Galois cosmique

Renormalisation et ambigüıté galoisienne.

2) Corps de constantes en physique

Anneaux de Fontaine à la place archimédienne.

3) Limite q → 1 des corps de Galois

Fonction zêta de Soulé.
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Groupe de Galois cosmique

“La parenté de plus en plus manifeste entre

le groupe de Grothendieck–Teichmüller d’une

part, et le groupe de renormalisation de la Théorie

Quantique des Champs n’est sans doute que la

première manifestation d’un groupe de symétrie

des constantes fondamentales de la physique,

une espèce de groupe de Galois cosmique !”

Pierre Cartier
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Théorie des champs perturbative

L’Amplitude de probabilité d’une configuration

classique A est donnée par la formule de Dirac

et Feynman

ei
S(A)
~ , S(A) =

∫
L (A) d4x

On passe en Euclidien

Z(JE) = N
∫

exp

(
−
S(ϕE)− ⟨JE, ϕE⟩

~

)
D[ϕE]

Développement perturbatif donne des intégrales

divergentes indexées par des graphes de Feyn-

man Γ

k

p + k

p p

=∫ 1

k2 +m2

1

((p+ k)2 +m2)
dDk
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Renormalisation

v

Green 1830

F = ma

m → m+ 1
2M
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Dim-Reg

La formule de base∫
e−λq2dDq = πD/2λ−D/2

Exemple :

k

p + k

p p

→
∫ 1

k2 +m2

1

((p+ k)2 +m2)
dDk.

1

k2 +m2

1

(p+ k)2 +m2
=

∫
s>0, t>0

e−s(k2+m2)−t((p+k)2+m2) ds dt.
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Dim-Reg, exemple

On diagonalise la forme quadratique −Q(k) en

exposant, avec s = (1− x)λ, t = xλ,

−Q(k) = −λ ((k + xp)2 + ((x− x2)p2 +m2)),

On obtient en posant q = k + xp,∫ 1

0

∫ ∞

0
e−(λ(x−x2)p2+λm2)

∫
e−λ q2 dDq λ dλ dx

= πD/2
∫ 1

0

∫ ∞

0
e−(λ(x−x2)p2+λm2) λ−D/2 λ dλ dx

= πD/2Γ(2−D/2)
∫ 1

0
((x−x2)p2+m2)D/2−2 dx.
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Soustraction–Minimale (MS)

Préparation

On prépare d’abord un graphe Γ, en remplaçant

la valeur non-renormalisée U(Γ) par

R(Γ) = U(Γ) +
∑
γ⊂Γ

C(γ)U(Γ/γ)

Contre-termes

C(Γ) = −T (R(Γ)) =

−T

U(Γ) +
∑
γ⊂Γ

C(γ)U(Γ/γ)


Valeur renormalisée

R(Γ) = R(Γ) + C(Γ) =

U(Γ) + C(Γ) +
∑
γ⊂Γ

C(γ)U(Γ/γ)
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Algèbre de Hopf des graphes

(Dirk Kreimer → arbres, ac + dk → graphes)

Comme algèbre, H est l’algèbre commutative

libre engendrée par les graphes 1PI.

Le coproduit

∆ : H → H⊗H

est spécifié sur les graphes 1PI par

∆Γ = Γ⊗ 1+ 1⊗ Γ+
∑
γ⊂Γ

γ(i) ⊗ Γ/γ(i)

Ici γ est un sous-ensemble non-trivial γ ⊂ Γ̃.
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Coproduit

∆ (        ) =               1 + 1 

2

∆ (        ) =              1 + 1               + 

∆ (            ) =                  1 + 1  

+ 

+ 2                          + 2 
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Fibrés sur P1(C)

γ (z) = γ−(z)
−1 γ+(z) z ∈ C

D

C

C+

C-
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Décomposition de Birkhoff

Théorème (ac+dk)

Soit ϕ : H → K = C{z}[z−1] un homomor-

phisme d’algèbre. La décomposition de Bir-

khoff du lacet correspondant est donnée par

recurrence par

ϕ−(X) = −T
(
ϕ(X) +

∑
ϕ−(X

′)ϕ(X ′′)
)

et

ϕ+(X) = ϕ(X) + ϕ−(X) +
∑

ϕ−(X
′)ϕ(X ′′).

Cela coincide avec le procédé récursif de

MS !

ϕ = U , ϕ− = C, et ϕ+ = R
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⇒ compréhension conceptuelle du procédé récursif

des physiciens

1. Il existe une unique application méromorphe

γ(z) ∈ G = Hom(H,C), pour z ∈ C, z ̸= 0,

de coordonnées U (Γ)d=D−z.

2. La valeur renormalisée d’une observable est

obtenue (pour Dim-Reg + MS) en rem-

plaçant γ (0) par γ+ (0), où

γ (z) = γ− (z)−1 γ+ (z)

est la décomposition de Birkhoff du lacet

γ (z) autour d’un cercle infinitésimal centré

en z = 0.
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Action sur les constantes de couplage

G
ρ−→ DiffC

g +
∑

g2ℓ+1 Γ

S(Γ)

1−
∑

g2ℓ
Γ

S(Γ)

−3/2

Corollaire

Considérons la constante de couplage effective
nonrenormalisée geff(ε) comme une série for-
melle en g et soit

geff(ε) = geff+
(ε) (geff−(ε))

−1

sa décomposition de Birkhoff (opposée) dans
le groupe des difféomorphismes formels. Alors
le lacet geff−(ε) est la constante de couplage
nue et geff+

(0) la constante de couplage renor-
malisée.
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Groupe de renormalisation

L’analyse dimensionnelle introduit un paramètre
de masse,

dD−zk 7→ µz dD−zk

La graduation par le nombre de boucles donne
les automorphismes θt,

γetµ(z) = θtz(γµ(z)) ∀ t ∈ R , z = D − d

Le γµ− de la décomposition de Birkhoff

γµ(z) = γµ−(z)
−1 γµ+(z)

est indépendant de µ, ∂
∂µ γµ−(z) = 0 . La limite

Ft = lim
z→0

γ−(z) θtz(γ−(z)
−1)

définit un sous-groupe à un paramètre de G(C).

γetµ+(0) = Ft γµ+(0) , ∀t ∈ R.

γ−(z) = lim
t→∞

e
−t
(
β
z+Z0

)
etZ0
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Connections plates équisingulières

(ac + M. Marcolli)

Une connexion plate ω définie sur B∗ = B\V ,

B = ∆× Gm, V = {0} × Gm, est équisingulière

si elle est invariante par Gm et si la classe

d’équivalence de sa restriction à une section

σ : ∆ 7→ B ne dépend que de σ(0).

Théorème

La catégorie des fibrés plats équisinguliers est

équivalente à la catégorie des représentations

de dimension finie d’un groupe algébrique af-

fine U∗. Ce groupe est le produit semi-direct

par Gm (agissant par la graduation) du groupe

pro-unipotent U dont l’algèbre de Lie

Lie(U) = F(1,2,3, · · · ).

est librement engendrée par un générateur e−n

de degré n pour tout entier n ≥ 1.
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Groupe de Galois

Cosmique

Groupe HomHH ,CL

Difféomorphismes des

Constantes de couplage
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Motifs de Tate mixtes

– Motifs purs, catégorie Tannakienne MK (K

corps de nombres). Sous-catégorie engendrée

par les Q(m) = Q(1)m, m ∈ Z, Q(1) = L−1,

a pour groupe de Galois Gm.

– Motifs mixtes, catégorie triangulée DMK,

sous-catégorie DMTK engendrée par les Q(m)

permet de définir une catégorie abélienne

Tannakienne MTK des motifs de Tate mixtes.

– Le groupe de Galois de cette catégorie Tan-

nakienne est de la forme U o Gm où le Gm

vient des motifs purs et le groupe unipotent

U reflète les extensions non-triviales.
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RENORMALISATION

Systèmes dynamiques

Périodes et motifs
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Grothendieck, dessins d’enfants

– C peut être définie sur Q̄
– C est la compactification d’un revêtement

fini non-ramifié de P1(C) dont on a enlevé

les trois points {0,1,∞}.
– C est isomorphe à la compactification du

quotient du demi-plan de Poincaré par un

sous-groupe d’indice fini de PSL(2,Z).
– En tant que variété conforme C est obte-

nue en recollant entre eux un nombre fini de

triangles équilatères (dotés de la structure

conforme Euclidienne).
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Schéma X = P1 \ {0,1,∞}

1 → πetale
1 (XQ̄) → πetale

1 (XQ) → Gal(Q̄/Q) → 1

Théorème (Francis Brown)

Soit GMT le groupe de Galois motivique de

la catégorie MT (Z) des motifs de Tate mixtes

non ramifiés sur Z. Soit MT ′(Z) la sous-catégorie

pleine engendrée par le groupe fondamental

motivique de P1 \ {0,1,∞}. L’application

GMT → GMT ′

est un isomorphisme.

Les périodes de MT (Z) sont les valeurs zêta

multiples.
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“Constantes” en physique

Les calculs des physiciens regorgent d’exemples

de “constantes” telles les constantes de cou-

plage g des interactions (électromagnétiques,

faibles et fortes) qui n’ont de “constantes”

que le nom. Elles dépendent, en réalité, du ni-

veau d’énergie µ auquel les expériences sont

réalisées et sont des fonctions g(µ), de sorte

que les physiciens des hautes énergies étendent

implicitement le “corps des constantes” avec

lequel ils travaillent, passant du corps C des

scalaires à des fonctions g(µ). Le groupe d’au-

tomorphismes engendré par µ∂/∂µ est le groupe

d’ambigüıté de la théorie physique.
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Pour obtenir le bon cadre mathématique, il

faut “transposer” les constructions des anneaux

de Fontaine de la théorie de Hodge p-adique à

la place archimédienne (travail en cours avec

C. Consani, cf. aussi réf. 2).

.

Anneaux de périodes

(Fontaine)

On part du corps Cp complétion d’une clôture

algébrique de Qp,

– Perfection universelle F (Cp).

– Anneaux de Witt W(OF ) ⊂ W(F ).

– Anneau B+ de fonctions analytiques rigides,

complétion de W(OF )[
1
p].

– Courbe X quotient du spectre de B = B+[ 1
[a]]

par l’action du Frobenius (Fontaine + Fargues).
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Perfection

La construction suivante donne un corps F =

F (Cp) de caractéristique p,

F = {x = (x(n))n≥0|x(n) ∈ Cp, (x
(n+1))p = x(n)}

avec les opérations (x, y ∈ F )

Addition

(x+ y)(n) = lim
m→∞(x(n+m) + y(n+m))p

m

Produit

(xy)(n) = x(n)y(n)
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Place archimédienne

Remplaçons Cp par R et soit κ ∈ Q+, impair

(|κ|2 = 1) avec |κ|∞ < 1, considérons

F = {x = (x(n))n≥0|x(n) ∈ R, (x(n+1))κ = x(n)}

avec les opérations (x, y ∈ F )

Addition

(x+ y)(n) = lim
m→∞(x(n+m) + y(n+m))κ

m

Produit

(xy)(n) = x(n)y(n)
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Hypercorps T R (Viro)

La limite des lois de corps définit un hypercorps

au sens de Krasner.

(i) L’égalité θλ(x) = sign(x)|x|λ definit un groupe

d’automorphismes θλ ∈ Aut(T R), λ ∈ R∗
+, et

θλ(x) = xλ pour λ ∈ Q∗
+ impair.

(ii) La partie positive T R+ de T R est le semi-

corps Rmax
+ (de la géométrie tropicale).

(iii) Le compact [−1,1] ⊂ T R est le sous-

anneau compact maximal OT R de T R.
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Cela me rappelle que reprendre aujourd’hui

l’héritage de Galois, c’est sûrement aussi ac-

cepter le risque de la solitude qui a été sienne

en son temps. Peut-être les temps changent-

ils moins que nous ne le pensons, souvent ! Ce

“risque” pourtant ne prend pas pour moi figure

de menace. S’il m’arrive d’être peiné et frustré

par l’affectation d’indifférence ou de dédain de

ceux que j’ai aimés, jamais par contre depuis

de longues années la solitude, mathématique

ou autre, ne m’a-t-elle pesé. S’il est une amie

fidèle que sans cesse j’aspire à retrouver quand

je viens à la quitter, c’est elle !

A. Grothendieck
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Dequantization (Maslov, Litvinov)

Analyse réelle

Thermodynamique

Géométrie algèbrique

Géométrie tropicale

La transformation de Fourier devient la trans-
formation de Legendre, la convolution de deux
fonctions est

f ⋆ g(z) = sup
x+y=z

f(x)g(y)
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Caractéristique 1

Un semi-anneau A est un monöıde pour l’ad-

dition et la multiplication, avec éléments unité

0 et 1, et la multiplication est distributive par

rapport à l’addition. Il est de caractéristique 1

quand

x+ x = x , ∀x ∈ A

Un semi-anneau A est simplifiable si la mul-

tiplication par tout x ̸= 0 est injective. Pour

tout n ∈ N, n > 0, l’application ϑn(x) = xn est

alors un endomorphisme injectif de A. Nous

dirons que A est parfait quand ϑn est surjectif

pour tout n. On a alors ϑα ∈ Aut(A) pour tout

α ∈ Q+.
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Coefficients w(α) (cf. Référence 2)

Pour obtenir l’analogue de la construction de

l’anneau de Witt dans le cadre des semi-anneaux

parfaits de caractéristique 1, on recherche les

fonctions w(α) ∈ A définies pour α ∈ I =

Q ∩ [0,1] qui rendent associative et commu-

tative l’opération

x+′ y =
∑
α∈I

w(α)xαy1−α

Outre la condition de symétrie w(1−α) = w(α)

on obtient l’équation fonctionnelle

w(α)w(β)α = w(αβ)w(γ)(1−αβ) , γ =
α(1− β)

1− αβ
.
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Solution générale

I = Q ∩ [0,1], w : I → G, w(1− α) = w(α),

w(α)w(β)α = w(αβ)w(γ)(1−αβ) , γ =
α(1− β)

1− αβ
.

La solution générale de cette équation à va-

leurs dans G groupe abélien uniquement divi-

sible, est donnée par

w(α) = χ(α)αχ(1− α)1−α , ∀α ∈ (0,1) ∩ Q

où χ : Q×
+ → G est un homomorphisme de

groupes.

(Relation au 11
2-logarithme de Kontsevich).
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Solution positive, Entropie

Soit G un groupe abélien ordonné uniquement

divisible et tel que l’action x 7→ xα de Q× sur

G par divisibilité se prolonge en une action de

R×. Soit w : I → G une solution telle que

w(α) ≥ 1 , ∀α ∈ I

Il existe alors ρ ∈ G, ρ ≥ 1 tel que

w(α) = ρ−α logα−(1−α) log(1−α) , ∀α ∈ I

S(α) = −α logα− (1− α) log(1− α)
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Witt archimédien

La multiplication ne change pas

(fg)(T ) = f(T )g(T )

L’addition est donnée par

(f1 +w f2)(T ) =
∑
I

w(α, T )f1(T )αf2(T )1−α

L’égalité

log(ea + eb) = sup
α∈[0,1]

S(α) + αa+ (1− α)b

montre que

(f1 +w f2)(T ) = (f1(T )1/T + f2(T )1/T )T
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L’exemple prototype de somme pour +w est

donné par les intégrales fonctionnelles

Z(JE) = N
∫

exp

(
−
S(ϕE)− ⟨JE, ϕE⟩

~

)
D[ϕE]

où S(ϕE) est l’action Euclidienne, ϕE le champ

classique, JE la source qui est un élément du

dual et N est l’inverse de∫
exp

(
−
S(ϕE)

~

)
D[ϕE]
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Witt archimédien

– La section de Teichmüller application multi-

plicative [x](T ) = x.

– Les automorphismes de Frobenius Fλ pour

λ ∈ R∗
+,

Fλ(f)(T ) = f(T/λ)λ

– Les Verschiebung, applications additives Vλ,

λ ∈ R∗
+,

Vλ(f)(T ) = λT f(λT )1/λ

– Les fonctions T 7→ xT sont les point fixes

des automorphismes Fλ. L’évaluation f 7→
θ(f) = f(1) est un homomorphisme vers R.
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Limite q → 1 des corps de Galois

Fonction zêta de Soulé (motivée par Manin, Ku-

rokawa, Deninger)

N(q) donnée,

Z(q, T ) = exp

∑
r≥1

N(qr)T r/r


ζN(s) = lim

q→1
(q − 1)χZ(q, q−s) , χ = N(1)

Problème : (cf. Référence 3, ac + C. Consani)

Existe t’il N(q) telle que ζN(s) soit la fonction

zêta de Riemann (complète)

ζN(s) = ζQ(s) = π−s/2Γ(s/2)ζ(s)
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Deux difficultés

1) D’aprés Soulé la valeur N(1) est la caractéristique
d’Euler de la “courbe” hypothétique C = SpecZ
sur F1. Comme le genre de C est infini, on a
N(1) = −∞. En fait on montre

∂sζN(s)

ζN(s)
= −

∫ ∞

1
N(u)u−sd∗u

2) N(1) = −∞ crée une tension avec la positi-
vité de N(q) pour q > 1. En fait la distribution
N(q) déterminée par

∂sζQ(s)

ζQ(s)
= −

∫ ∞

1
N(u)u−sd∗u .

est positive pour q > 1 et pour q = 1 est
donnée par

N(1) = lim
ϵ→0

J(1 + ϵ)− J(1)

ϵ

∼ −
1

2
E logE , E =

1

ϵ

où J(u) est une primitive de N(u).
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JHuL=Ù NHuLâu, JmHuL

Primitive de N(u) et approximation par

Jm(u) =
u2

2
−
∑
Zm

order(ρ)
uρ+1

ρ+1
+ u

J(u) change de signe pour u ∼ 1.0050692
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Formules explicites pour N(u)

Théorème (ac + C. Consani) :

(1) La fonction N(q) existe comme distribution

et est donnée par

N(q) = q −
d

dq

∑
ρ∈Z

order(ρ)
qρ+1

ρ+1

+1

où Z est l’ensemble des zéros non-triviaux de

la fonction zêta de Riemann.

(2) La fonction N(q) est positive (comme dis-

tribution) pour q > 1.

(3) La valeur N(1) est égale à −∞ et reflète

la distribution des zéros de zêta en E logE.
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Courbe C = SpecZ ?

La fonction N(q) donne des renseignements

précieux sur C. Dans le cas des variétés sur

un corps fini, la fonction N(q) est à valeurs

entières. De plus N(qk) ≤ N(qℓ) quand k divise

ℓ. Ceci n’est plus le cas pour N(u) qui a une

contribution de la forme

κ(u) =
u2

u2 − 1

qui provient de

−
∂sζQ(s)

ζQ(s)
=

∞∑
n=1

Λ(n)n−s +
∫ ∞

1
κ(u)u−sd∗u ,

où Λ(n) est la fonction de von-Mangoldt.
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